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. HAUPTAUFSÄTZE 


" Spannungsfunktionen des dreidimensionalen Kontinuums. 
Von €. Weber in Schlewecke. 
Die Gleichgewichtsbedingungen des dreidimensionalen Kontinuums werden erfüllt durch Spannungen, 
die aus den zweiten Ableitungen von Spannungsfunktionen gebildet werden. Diese werden 
untersucht. Sie bilden stets einen Tensor. Zw einem gegebenen Spannungszustand kann man, verschiedene 


"Funktions-Tensoren aufstellen. Der Unterschied zweier solcher Tensoren gibt einen Tensor, der in der Bil- 
dung einem Verzerrungstensor entspricht. 


The conditions of equilibrium in a three-dimensional medium are satisfied by tensions obtained from 
the second derivatives of certain tension functions that are investigated in the report. The functions are always 
forming a tensor. For a given state of tension, it is possible to state different tensors of functions, the diffence 
of which has the structure of a distortion tensor. f 


L’auteur examine les deuxiömes derivees des fonctions de tension qui remplissent les conditions d’öqui- 
libre d’un continuum de trois dimensions. Pour un Etat donne de tension, on peut trouver plusieurs tenseurs 
fonctionnels. La difference entre deux de ces tenseurs s’exprime par un tenseur qui correspond par sa for- 
mation & un tenseur de deformation. 

VenoBua PaBHOoBecHg TPeXMePHOTO MEAHyMA YANOBIETBOPAMTCH HAIPSRIKEHUAMH, KOTO- 
psre NONyUAITCA 13 BTOPBIX IPOHSBONHEIX PyHEInd HANPSRKeHUN, UCCHENYWINUXCH B NAHHOK 
pa6ore. 3Tu dyHRuuM Bcerga o6pasylT TeH3Op. Aus NaHHOTO HAIPSRKEHHOTO COCTOAHHA 
MO:KHO NAT PASIHYHBe TEHSOPH PYyHKUMH, IIpu4eM PA3HOCTB TAKUX ABYX TeH30POB EeCTb 
ONATb HEKOTOPHH TEH30P, COOTBETCTBYWINHÜ No cBOeH CTPyKType TeHSOpy nebopmalun. 


1. Im folgenden behandele ich die Spannungsfunktionen eines dreidimensionalen Konti- 
nuums, z. B. eines elastischen, plastischen oder zähflüssigen Körpers. Zur bequemeren Darlegung 
verwende ich eine vom Üblichen abweichende Schreibweise. Die Koordinaten.des rechtwinkligen 
Koordinatensystems sind x, x, und x,. Alle Spannungen werden mit 7 mit zwei Indizes be- 
zeichnet. Der erste Index gibt die Fläche an, auf.die die Spannung wirkt, der zweite Index die 
Bichtung der Spannung. So bezeichnen 7; und r;, die Spannungen auf der Fläche x, = konst; 
hierbei geht ,, in Richtung der x,- und r,, in Richtung der x,-Achse. Normalspannungen haben 
folglich zwei gleiche, Tangential- (oder Schub-)Spannungen zwei verschiedene Indizes. 

Beim Fehlen von Massenkräften und Massenmomenten gelten folgende Gleichgewichts- 


bedingungen: 
Er TR A (1), 
; 9Tıı 9Tyı OTzı ER ) p) 
Trage re A (2) 


Dureh Punkte hinter einer Gleichung wird angedeutet, daß zwei weitere Gleichungen 
durch zyklische Vertauschung der Indizes folgen. Allgemein lauten die Gleichungen 


Ton — Inge nr me ne se. EEE (3) 
ET I re 
nr, 97% 


Die Spannungen lassen sich auf verschiedene Weise durch Ableitungen von Spannungs- 
funktionen so ausdrückem daß die Gleichgewichtsbedingungen erfüllt sind. Hierbei ist es ganz 
belanglos, welche weiteren Beziehungen zwischen den Spannungen (2. B. infolge des Hooke- 

hen Gesetzes). bestehen. 2 er 
= Für das karten (1) und (2) gibt es folgende allgemeine Lösung mit Hilfe von 


drei Funktionen F,1, F, und F3;5: 
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Die Pikliögen F,» F3, und F,, bezeichne ich als Spannung sfunktionen i 
Ben! EISLET- Art, PRz a Te 

“Liegen die Spannungen (z. B. durch die Belastung eines elastischen Körpers) fest, so gibt 
dir diesen Spannungszustand im wesentlichen nur ein System von Spannungsfunktionen 
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erster Art. Diese werden durch Integration der Gleichungen (6) gefunden. Die auftretenden 

Er Integrationsfunktionen folgen aus den Gleichungen (5). I 

3 Für das Gleichungssystem (1) und (2) gibt es weiter folgende allgemeine Lösung mit Hilfe 5 
von drei anderen Funktionen Pia Fo, und Fu: i re : 

ea a  e ; | 
ET nor, u TE BR 2 
| = Be Fo a Fa ig 230 m mut Da ”- (8). 
Br. | a ed nr N 


Die Funktionen Fj,, F,, und F,, bezeichne ich as Spannungsfunktionen 
zweiter Art. Be 
Beifestliegendem Spannungszustand sind auch diese Funktionen im wesentlichen bestimmt. 
Sie werden durch Integration der Gleichungen (7) gefunden. Die Integrationsfunktionen folgen 
v aus den Gleichungen (8). | 
Aus den Spannungsfunktionen erster und zweiter Art kann ein allge mei nes Sy - 
stem von Spannungsfunktionen nach folgender symmetrischen Matrix gebildet 
werden: 


| ö Fi F 2 F 3 
Fa Fa Fa; Fon = Fo- 
31 32 3 
Die Spannungen 7,,, sowohl für g=hals auch für g + h, berechnen sich hieraus nach 
der Formel 
OF grınsı | Pf gronde  MForınte _ PForsaH (9). 


Ton = 
Ong+20Un42  Rg+ı nr  ORgr20Cnrı  OLg+ıOKn+2 


Wird ein Index größer als 3, so sind drei Einheiten abzuziehen; z. B. für g=2 wird der 
Index g+2=4=1. Nimmt man nur die Glieder der Hauptdiagonalen bzw. die seitlichen 
Glieder der Matrix, so erhält man die Gleichungen (5) und (6) bzw. (7) und (8). 

Das allgemeine System kann bei vorliegendem Spannungszustand auf verschiedene Weise 
gebildet werden. Wir wählen erst beliebige Funktionen F',,, Fa; und F,, und finden daraus die 
Spannungen nach Gleichungen (5) und (6). Den vorliegenden Spannungszustand fassen wir als 
Summe dieses so gefundenen Spannungszustandes und eines zweiten Spannungszustandes auf.. 
Für diesen finden wir dann die Funktionen F,;, F,, und F,,. Die Mannigfaltigkeit des allge- 
meinen Funktionensystems entspricht folglich der Mannigfaltigkeit aller möglichen Spannungs- 
zustände. 

II. Gibt es nun noch weitere Spannungsfunktionen ? Die Spannungen sollen hierbei durch 
zweimalige Differentiationen nach den verschiedenen Veränderlichen gebildet werden. Setzt 
man die so ausgedrückten Spannungen in die Gleichgewichtsbedingungen ein, so müssen sich 
die Funktionen, die nach denselben Veränderlichen differentiiert sind, fortheben. Nehmen wir 
die Spannung 7,,; die Funktionen hierfür werden nach &; und x; differentiiert. Hierbei nimmt 
der Index ö und der Index k alle Werte 1, 2 und 3 an. Natürlich ist es gleichgültig, ob die be- 
treffende Funktion erst nach x;und dann’nach &; oder umgekehrt differentiiert wird. Eine Funk- 
tion, die zur Bildung von r,, benötigt wird, erhält die oberen Indizes (g, R); wird sie nach &; 
und ; differentiiert, so erhält sie weiter die unteren Indizes ö und k. Wir schreiben also: 


Ton = ee N nn ll 


Da ö und k und ebenfalls g und Ah vertauschbar sind, so folgt 
Pi? = PN = FI SR (11). 


Wir müssen nunmehr untersuchen, welche Beziehung zwischen den einzelnen Funktionen 
auf Grund der Gleichgewichtsbedingungen bestehen. 
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die Funktionen, Fi ) Se lnichonen a: müssen sich die dritten Ditteren- 3 
oti nach denselben Veränderlichen fortheben. in un 
er Wir verwerten die Bedingung, daß die Indizes g, h,;, k. nur (ie AWerte 1 bis 3 SbeihieR P 
_ können. "Wenigstens zwei der Indizes sind Be einander re = Bernlet a aueh drei = 
3 ur vier Indizes gleich werden. BER 
ve müssen wir verschiedene Fälle ee : Nehmen Wir .. die Erken Fin 2 a 
"und Fon E Diese treten in den Ausdrücken für die Spannungen Tun und Tan: auf. Die Gleichung 9 


e: gr, RE N 
N ee am 2 enthält das Glied ——- Gun Ab ——} weitere Glieder mit 22 sind nicht vorhanden; folglich 
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en e a Se 


° Fe} 
dann nehmen wir Gleichung: er mit =: Fi a diese enthält die Glieder RE = 
5 i Er 


Fe 


ae ih) . &  ACHE ER a 
‚Weitere ‚Glieder en - treten nicht au Folglich wird: 


und zs Garda Erer PER BR 

ET Rs 3 h hh a a EN 
en En TH EL ae tr ng, 
NE RZ Din nade Gleichungen. zu Berrieligen; setzen wir zn = 0 "und an. =0- "Natürffch 


7% zeagen unsere ‚Gleichungen nur aus, daß gewisse dritte Dilferentialquotienten Null sind. Man 
= könnte den Funktionen, die wir gleich Null gesetzt haben, noch belanglose Glieder hinzufügen, h 

die beim Differentiieren fortfallen bzw. sich fortleben. Diese haben also auf die Lösung keinen 
Pr _ Einfluß und sind darum Pen Diese belanglosen. Zusatzglieder sind auch im weiteren 
25 En fortgelassen.- 
Be Nunmehr nehmen wir ‚die Funktionen Fi 9) und FM. Wir halten aus Gleichung (12): 
TEUER oa Harn _, | 


0%, dar. 09m 9%, 0%; 


SE 
xg0%, 
ns 

02,0% 

*gi) 


Wir können also F® — — FA = Fiy’ setzen. RE Be: 
Als letzten Fall BER wir an, daß nur zwei Indizes einander gleich sind. Wir nehmen En 


also die Funktionen Fi4” Se, FE» und F, ar 
Gleichung (12) gibt dann die gen 


PB ar 8 ern) EEE 


Weitere Glieder mit - ireten nieht auf. 


Hieraus HR OPEN ZD. 


pe. a ER TE ) 
R 4 0%, 00,0%, dm; 0%, 9% 0%, 00,0% 
=, bzw. 
er ezermer 2 
0x, O0g0%, 9% 0x, - 


Auf Grund der zweiten Gleichung können wir BE) Rn 0 setzen: 
g der Indizes ö und .k folgt: 


Hieraus unmittelbar und weiter durch Be aschun 
FM —_ Ra — Fi — FEN. 


”- 


Auf Grund der ersten Gleichung finden wir: 
Fun _ 9 FU). 


_ Hiermit ist die Anzahl der Funktionen stark eingeschränkt. Die nachbleibenden. verschie- 


denen Funktionen werden wie folgt neu bezeichnet: 
%k ( (gi) 
Sn — Fun — er u Ser Fa = Be = Fin re, 


— 
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Es bleiben hiermit sechs verschiedene Funktionen nach, die den Funktionen unserer Matrix 


entsprechen. Die hieraus folgenden Gleichungen stimmen mit Gleichung (9) überein. Wir sehen Br 


hieraus, daß es keine weiteren Lösungen gibt. | fi 
III. Was entsteht aus den Spannungsfunktionen bei Drehung des Koordinatensystems ? 
Wir wollen das Koordinatensystem nur um die z,-Achse um den Winkel « drehen und bezeichnen 


die neuen Achsen durch einen Querstrich. Wir erhalten: a 
©, = 2,008 4 + 2, sin & x 
H,=—25ina +230080 (. 20er . 188: 
%=%; 


Auch die Spannungen für das neue Koordinatensystem bezeichnen wir mit einem Quer- 
strich. Für die Spannung 7;, erhalten wir 


= 


Tu =tcos?a +r,s5in?a2TS5iNn%c08 » ... ern. (14) 


Für 771, Ta, und r,, setzen wir die Ausdrücke nach Gleichung (9) ein: 


a 22 F 02 F 0° F 
Zi> ( n a ee) cos? & 
0x2 0x2 0%, %z 
+( 0x? 0x3 ie et Pape ERTERE 2 
f 2 F 02F 02F 2 
+2(3 F3s fl 5 | sin «cos « 
0x,0%, 0x,0%, 023 02,9%, 


Jetzt drücken wir die Funktionen F,, durch z,, z, und %, nach Gleichung (13) aus und 
ersetzen die Differentiation durch die Differentiation nach z,, &; und z,. Nach Zusammen- 
fassung verschiedener Glieder mit gleichem F,, erhalten wir 


2 02F';; 0° ö > 
Tu = — + (Fa c0s?« + F,,sin?« —2F ,sina cosa) 
om: | om 
= He ET 
—2 For (F5; cos « — F,sin a) 
Andererseits können wir für 7,, schreiben: 
ER lies 5, 
bi Gala Fr Er 7 ut. 
s Durch Vergleich der Gl. (16) und (17) erhalten wir für die Spannungsfunktionen bei einer 


Drehung des Koordinationssystems um die ®3-Achse die Transformationsgleichungen: 


F2=F,c0os?a + F,,sin®« —2F,,sinacosa | 


Fa =F3,c0sa—F,sin a Se a ee 
Fa=Fg 


Aus der Spannung T» erhält man in gleicher Weise F,, und F,, aus der Spannung u 
die restliche Funktion F}.. 


Aus den erhaltenen Gleichungen sehen wir, daß die Funktionen sich wie die Komponenten 
eines Tensors transformieren. 


Die Spannungsfunktionen bilden hiermit einen Tensor. 

IV. Als letztes stellen wir die Frage, wodurch sich zwei Systeme von Spannungsfunktionen. 
unterscheiden, die zum gleichen Spannungszustande führen ? Wir sahen, daß es für einen Span- 
nungszustand unendlich viele Systeme von Spannungsfunktionen gibt. Bilden wir die Differenz 
zweier solcher Spannungsfunktionen, so erhält man Funktionen, die wir mit D,,, D,, usw. be- 
zeichnen wollen. Diesen Funktionen entsprechen Spannungen, die gleich Null werden. 

Setzen wir die Funktionen D,, an Stelle der Funktionen F,, in Gleichung (9) ein, so er- 
halten wir die sechs Gleichungen; 

02D. * MDs 
ERE + 023 a RR TE Ru) 


®D, 0. D,, ®D,. Das 0 
Ox,08,  0m,0x, 0x2 0x, 0R, FT Sa RE (20). 


; Um allge Aussagen über Eon In Ei aachen zu k 
ni nn Fa m vor. Wir, ee sie Bach Bu | 


5 ne = a Re ir er F Ans FW Ds = Omı0R, . 33 rg | den 7 7 ah B 2 5 


2 A 8 
Be: FRE 


Wir, wählen hierbei ein beliebiges ee Integral fi D;; day. BE 
& Auf der rechten Seite muß eine beliebige Funktion von % und ji stehen, die wir in der “ 
Ss rn. Weise schreiben. TE © 
Betrachten wir Gleichung (21) und die Klaren zwei, die ran Yerkitsfhe) Veran 

- der Indizes daraus entstehen, so sehen wir, daß in allen dieselben einmal differentierten Funk- 
Z HOHEN, Don en sich befinden. Addieren wir zwei dieser so Br wir = 


en Kr eis f» D, le en fi 2 3 %1» 2 fol 3) 1), 
Du - ax, On, sd, — 0x,0x, D ad — er +? . . 2) { = 


Die augeschrichene Gleichung integrieren wir nach 2: 


() ’ 0) Ö) ) Ir i B , 5 
2D,- UNE 2 jBeen- SER [Pre on en +9 ( xy &g)s.... (23): 
3 


Ditferentiieren wir SI ebaneN (23) nach u und Ze so erhalten wir nach Wechsel der Vor- Kr 


| zeichen: ENTER ET re: x | : 

ee 00D AD: | RD | ® 
RER RL DENE) 23 = te 929, (%, En de an). 
ee a PL. PR cL. Pa 1 7 a 2.7 00,0%; 


u - Diese Gleichungen stimmen fast mit Gleichung (19) lt Um eine volle Überein 
> stimmung. zu erhalten, müssen wir | 


| 91 (&p> %3) )=a+20, ram 
ak Also wird aus Gl. ST 


uf: 


Br DR d (25,2 
3 
% Nunmehr setzen wir i e Be 
ee [Des da; + (21, %,) +02, +b, 2} Lo,a8 = MW Fa 
[Du da + fu (&» 2) ba H,a3=U rennen (26) 1 
[Dz day 4/2, ı) tm +5 ta V Be 
FE; Damit wird i 2% 
: oU IE 20% 
| ne 3 
eV | 1/07 | om R 
Ds 90,’ Duczler u) 2 aa a ee A see (27). 
OH. D -, =) 
ER De u OL OR: 


Die Spannungsfunktionen D,,, die die Spannung Null geben, hängen von drei Grund- 
funktionen U, V, W ab. Das Bildungsgesetz ist dasselbe, wie das Er Verzerrungstensors BR 
(& 3 Yzu) aus den drei Verschiebungskomponenten (a, v, w). 
Das Gleichungssystem Gleichung (27) isteine notwendige Bedingung für die Funk- 
tionen Dy. Zugleich ist es auch eine hinreichende Bedingung. Denn setzen wir die 
nach Gleichung (27) gebildeten Ausdrücke in die Gleichungen (19) und (20) ein, so stellen wir 
fest, daß diese befriedigt sind. 2 


Eingegangen: Januar 1948. 
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Geometrische Bemerkungen zur Membrantheorie der 
negativ gekrümmten Schalen. | 
Von Robert Sauer in Weil/Rhein. 


nz 


Der Spannungszustand der negativ gekrümmten Schalen gehorcht im Netz der Asyı inien sehr 
einfachen a len Beziehungen und kann durch den Spannungszustand von, Fadens En 
ein Netz mit ebenen Vierkreuzen, aber nichtebenen Vierecken aufspannen, ximiert werden. . 


Burg 
spiele werden die Spannungszustände der Flächen zweiter Ordnung und der Flächen konstanten Krümmpuinges 
maßes: erörtert. 


The state of tension in. shells of negative curvature has very simple geometrical laws regarding the net 
of as ee FA and cim be computed approximately by the state of tension in certaın systems (nets) 
in whic 


the threads are forming plane crosses but squares that are not plane. As examples, the state of tension 
im surfaces of the second degree and in surfaces of a constant curvalure are ’ 


L’etat d’elasticit6 des coquilles de courbure nigative presente des ietes geom£triques tres simples 


dans le röseau des lignes asymptotiques. II peut &tre approch: par l’&tat d’.lasticit® de deux familles de fils 


formant un reseau de croix planes et de quadrilateres gauches. Em particulier, il est discutz le cas des sur- 

faces du second degre et celui des surfaces de courbure comstamte. 

HanpaskenHnoe COCTOAHHe O06010YeK OTPHIATENBHOR KPHBHSHBE YAOBAETBOPHeT OMeHB 
NPOCTEIM TEOMETPHYECKUM COOTHOINEHHAM B CETU ACHMITOTUYeCKUX AHHHÄ. Kpome Toro 
oHO MOKeT ÖbITb IPHÖHNHSKEHHO IPeACTABIIeHO HATPAIKEHHEIM COCTOAHHeM AByX Iepe- 
CEKAWINUXCH CeMeÄCTB HUTeÜ, O6PasyWINUX CETB INIOCKHUX KPecTOB, HO He INIOCKUX YeTbI- 
pexyronsHukoB. B 4WACTHOCTH PaccMaTpuBaeTcH HANPAMEeHHOe COCTOAHHe HOBEPXHOCTEH 
BTOPOTO HOPAAKaA MH IOBePXHOCTefä HOCTOAHHOK KPHBH3HE. 

Vor kurzem hat Herr W. Flügge!) in dieser Zeitschrift die Membrantheorie der negativ 
gekrümmten Drehschalen behandelt und auf Besonderheiten des Spannungszustandes hinge- 
wiesen, durch welche sich die negativ gekrümmten sattelartigen von den positiv gekrümmten 
kuppelartigen Schalen unterscheiden. j 

In der vorliegenden Arbeit werden nach einer kurzen Vorbemerkung ($ 1) über die Mem- 
brantheorie beliebiger Schalen die Spannungszustände der negativ gekrümmten Schalen mit 
Hilfe des Blaschkeschen Kraftrisses?) geometrisch anschaulich dargestellt. Die Unter- 
suchungen beschränken sich nicht auf Drehschalen, sondern gelten für beliebig geformte negativ 
gekrümmte Schalen ($ 2). Die Spannungszustände dieser Schalen zeigen im Netz der Asympto- 
tenlinien sehr einfache Eigenschaften und erscheinen als Grenzfall der Spannungszustände in 
zwei Scharen gegenseitig verknoteter gespannter Fäden, die ein Vierecksnetz mit nichtebenen 
Vierecken, aber ebenen Vierkreuzen erzeugen. Hieraus ergibt sich ein graphisches Konstruk- 
tionsverfahren, welches mit geringem Zeitaufwand die Spannungen beliebig vorgegebener negativ 
gekrümmter Schalen zu ermitteln gestattet. 

Als Anwendungen werden die Spannungszustände der negativ gekrümmten Flächen 
zweiter Ordnung ($ 3) explizit angegeben und die Spannungszustände der Flächen konstanten 
positiven Krümmungsmaßes ($4) geometrisch erörtert. In einer Zwischenbemerkung ($ 3,4) 
werden aus den für die negativ gekrümmten Flächen zweiter Ordnung aufgestellten Gleichungen 


komplexe Darstellungen für die Spannungszustände der positiv gekrümmten Flächen zweiter 
Ordnung hergeleitet. 


$ 1. Vorbemerkung, 


. Wir stellen zunächst die später benötigten Grundtatsachen der Membrantheorie beliebiger, 
positiv oder negativ gekrümmter Schalen zusammen und legen dabei die im folgenden ver- 
wendeten Bezeichnungen fest. 


1,1. Gleichgewichtsbedingungen. 


Wir überziehen die Membran mit einem Netz zweier 
Kurvenscharen % = const, ® = const und sehen: vorerst 
vom Rand der Membran ab. Jedem Membranpunkt x (w, v) 
ordnen wir das durch t,, t, bestimmte, im allgemeinen 
schiefwinkelige Koordinatensystem in der Tangentialebene 
des Membranpunktes zu. In diesem von Punkt zu Punkt 
Bild 1. veränderlichen Koordinatensystem (Bild 1) ist 


Vaud a U tu du, a 
(0? 7, +021r,) dv) 1,dv en ae ) 


N) BR lügge: Zur Membrantheorie der Drehschalen negativer Krümmung. Z. angew. Math. Mech. 25/27 (1947), 
8. 65— 70. 

‘) W. Blaschke: Reziproke Kräftepläne zu den Spannungen in einer biegsamen Haut. Intern. Congress of Mathe- 
maticians Cambrigde, 1912. — M. Lagally: Über Spannung und elastische Deformation von unebenen Membranen. 


a ee Mech. 4 (1924), S. 377—383. — R. Sauer: Projektive Liniengeometrie ($ 34, S. 161—163). Berlin und 
eipzig, 37. 


Spannungskraft am Linienelement [ 
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SAN ‚allgemein | ur 
Fo) du— (or gute” 
Die auf die Längeneinheit reduzierten und auf die Einheitsvektoren er 1, ]Pezogene Span- 


“ 


- 


en za aan, zu—on, zul zum. ee 


F.3 FR Die Gleichgewichtsbedingungen der an den vier Seiten eines elementaren Parallelogramms Ay; 


- von g durch den Normalenvektor ı und die ersten, Ableitungen von x linear ausdrücken. Durch 
"Nullsetzen der Faktoren von n, x, und x, ergeben sich dann aus der Vektorgleichung (4) de ® 
drei Gleichungen von Lecornuund Beltrami A 
= Nol!+2Mo®+Lo®2=0 Nr a - Br Re | | 
"0 +02 —(F@;— 2QF,+6G,)011+2(@E,—F@,) o?+(GE„—2FF,+F B,)o2=01 6), 
+0, +(EG,—2FF,+FG,)o'!-+2 (EG, — FE,) o®_(FE,—2EF,+EE,)o®=0 


E: x . . mit den in der Differentialgeometrie üblichen Bezeichnungen. 
E= Tue ee = Pu Los G6=% ir. \ (6). 
L=(tuxX %) Euus M=(WwxXE)kun _ N=(tuX b) iv BE 


“9 


= 12. Charakteristiken. Fo Ne 
Aus den Gln. (5) erhält man durch Elimination der Längsspannungen c!2 zwei partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung für die Querspannungen c!! und o2, nämlich 


1 S 
: R No, —2 Mo, + Lo, r—— 41 oll-al2 o?? N m 
x Do#—2 Mo N =a, a ee ee f 


Die a;, sind Funktionen von E,F,@,L, M,;N und deren Ableitungen. Das System (7) hat als 

Charakteristiken die Asymptotenlinien - ‘ ; A 
\ Bea Eawr 3 Mdudo- Na =0 183... une Te (8) Be - 

der Membran, d.h. diejenigen Flächenkurven, deren Tangenten die Membran „dreipunktig“ gt 

berührend durchsetzen und deren Schmiegebenen zugleich Tangentialebenen der Membran sind. : , 

Die Asymptotenlinien sind bei positiv gekrümmten Membranen (LN — M? >0) imaginär, 

bei negativ gekrümmten Membranen (LN — M?< 0) reell. Infolgedessen ist das Spannungs- 

problem bei positiv gekrümmten Schalen vom elliptischen und bei negativ gekrümmten Schalen 

vom hyperbolischen Typus. Diesem Typenunterschied entsprechen die von W. Flügge') | 

erwähnten Besonderheiten hinsichtlich der zulässigen Randbedingungen. - 4 


2 1,3. Kraftriß. 
Nach Gl. (4,) läßt sich unter Voraussetzung von o!t!02?2£ (c!?)? durch 
Se: = ern For y,=o” ee Te 6 ER (9) 
bis auf eine beliebige Parallelverschjebung eine Fläche = y(u, v) definieren. Diese Fläche 
“stellt nach Blaschke?) den „Kraftriß‘‘ der in der Membran herrschenden Spannungsvertei- 


lung in folgendem Sinne dar: 
Wenn man die Flächen (r) und (y) durch gleiche Parameterwerte 4, ® punktweise aufein- 


ander bezieht, liefert das Linienelement 
dy= duty, dv= (A! + )du— (o* tute? %) dv 
“der Fläche (y) die an dem entsprechenden Linienelement de= z,du + 1, dv der Fläche (r) 


wirkende Spannungskraft. Wenn man also den Kraftriss ()) kennt, ist dadurch der Spannungs- 
© zustand der Membran (x) bestimmt. Nach Gl. (9) sind die Tangentialebenen in entsprechenden 


Punkten der Flächen (x) und (Y) zueinander parallel. 


"») vgl. 2.B. W. Blaschke: Ditferentialgeometrie I, Berlin 1945. 


3 ap on, ir Be: 23 ar 
EA Spannungszustände. negativ gek UAURRı 
I REEL RE IUR ab AN sd ck a 
0 Im Falle der negativ gekrümmten Schalen (x), den wir fortan betrachten, erg 
besonders einfache Beziehungen. Man kann dann nämlich die Asymptotenlinien Er DE 
branschale als Parameterkurven zugrundelegen und erhält nach G1.(8) ER Ba SE 
Be ee 


x 


Hiermit spezialisieren sich die Gm. ()zu 0. 


et) z jez re Er RE ; 
(PO, —20P,+6G, Ja + (GER—2FFu+FB)o®=0L... 
04! +(EG,—2FF,-+FG,) oe! —(FE,—2EF,+EB,)0®”= 0 3 * 
und die GlIn. (9) zu 30) 3 i HERE SET YM 
Gl. ( sagt au: Das Asymptotenliniennetz einer negativ ge- 3 
ee, ist für BRR7 Spannungszustand ein reines an 
Querspannungsnetz,d.h.die Längsspannungen verschwinden. # 

j Die Gin. (12) liefern folgende kennzeichnende geometrische Beziehung zwischen Schale 
und Kraftriß: Das Asymptotenliniennetz einer negativ gekrümm- Ba 
ten Schale und das entsprechende Kurvennetz des Kraftrisses 

sind reziprok-parallel aufeinander bezogen (Bild2),d.h.dieLängs- 
tangenten deseinen Netzes sind parallel zu den Quertangenten { 
des anderen Netzes, > 


- 


x ı. a 


wu? 


Aus den Gin. (12) und (10) folgt 
en: (HuX Yo) Yun — (U) (2X Eu) in (MR N=0. | 
se Dies besagt: Das dem Asymptotenliniennetz der Membran ent- 
3 "sprechende Kurvennetz des Kraftrisses besteht aus zwei kon- 
H 
j 
| 
n 


jugierten Kurvenscharen,d.h.längs jeder Netzkurve bilden die 
Quertangenten eine abwickelbare Fläche. 


2,2. Darstellung der Asymptotenliniennetze durch Fadennetze. 

. Da die Asymptotenliniennetze nur Querspannungen besitzen, kann man sie in beliebiger- 
Annäherung durch Netze gegenseitig verknoteter und an den Rändern in entsprechender Weise 
eingespannter Fäden realisieren. Die gespannten Fäden verlaufen zwischen aufeinanderfolgen- ° 

den Knotenpunkten geradlinig und erzeugen ein Netz geradlinig begrenzter, jedoch im allgemeinen 
nicht ebener Vierecke. Jeder nicht am Rand liegende Knotenpunkt des Netzes ist Mittelpunkt \ 

eines Vierkreuzes, das die von dem Knotenpunkt ausgehenden Vierecksseiten als Kreuzarme hat. 

Wir bezeichnen mit } den Abstand einer Ecke eines Netzvierecks von der Ebene durch 

die drei anderen Ecken und mit k den Abstand des Endpunktes eines Kreuzarmes von der Ebene 

durch die Endpunkte der drei anderen Arme des Kreuzes. Wenn man dann zu immer feiner- 

2 maschigen Fadennetzen übergeht, wird A klein wie e?, k dagegen wie &? (e—= Länge einer Vier- 
ecksseite); denn die Schmiegebenen der das Netz aufspannenden Asymptotenlinien fallen mit 
den Tangentialebenen der vom Netz überdeckten Fläche zusammen. Daraus folgt: 

Das-Asymptotenliniennetz einer negativgekrümmten Schale 
kann mit beliebiger Genauigkeit durch ein von gespannten und 
gegenseitig verknoteten Fäden erzeugtes Netz mitebenen Vier-. 


kreuzen, aber im allgemeinen nicht ebenen Vierecken angenä- 
hert werden. R 


er 28. ‚Kräftepläne der Fadennetze 


Er . Die Aufgabe, den Spannungszustand einer negativ gekrümmten Membranschale für vor- - 
gegebene Randbedingungen zu ermitteln, läßt sich hiernach zurückführen auf die entsprechende 
finite Aufgabe für die Fadenspannungen in einem Fadennetz mit ebenen -Vierkreuzen. Man 
löst sie mit den bekannten Mitteln der graphischen Statik, indem man zu dem vorgegebenen 
 . Fadennetz als „Lageplan“ einen „Kräfteplan‘“ konstruiert (Bild 3). BR 58 


ER — 2 
Er 5 : De: 
fü ur. 


1 


= 


ı Bild 3. 


Lageplan und Kräfteplan haben paarweise parallele Seiten und entsprechen sich reziprok 
- derart, daß jedem Viereck der einen Figur ein paralleles Vierkreuz der anderen Figur entspricht 


und umgekehrt. Die Seiten des Kräfteplans liefern die Spannungen für die entsprechenden 


- Seiten des Fadennetzes und damit näherungsweise die Querspannungen für das Asymptoten- 


liniennetz der vorliegenden negativ gekrümmten Membranschale. 


Bei Vorgabe geeigneter Anfangsbedingungen läßt sich der Kräfteplan Punkt für Punkt 
‘durch Ziehen paralleler Linien konstruieren. Wenn man beispielsweise als Anfangsbedingungen 


den Spannungszustand längs eines Breitenkreises einer Drehschale vorschreibt, so sind dadurch. 


"die Knotenpunkte längs einer Diagonalkurve des Kräfteplans festgelegt. Man überzeugt sich 


‚.leieht, daß dann der ganze Kräfteplan eindeutig bestimmt ist. 


Während das Fadennetz ebene Vierkreuze, aber nicht ebene Vierecke enthält, besitzt der 
- parallel-reziproke Kräfteplan ebene Vierecke, aber nicht ebene Vierkreuze. Beim Grenzprozeß 


fortgesetzter Verkleinerung der Maschenweite streben die Kräftepläne gegen den Kraftriß der 
Membranischale und die Querlinienfolgen in den Streifen aufeinanderfolgender ebener Vierecke 


der Kräftepläne gegen abwickelbare, den Kraftriß berührende Flächen. Infolgedessen besteht 


das dem Asymptotenliniennetz der Membranschale entsprechende Kurvennetz des Kraftrisses, 
wie in $2,1 bereits auf anderem Wege erkannt wurde, aus zwei konjugierten Kurvenscharen. 

Für differentialgeometrisch interessierte Leser sei hinzugefügt, daß die hier benützten 
Kraftpläne sowie die entsprechenden konjugierten Kurvennetze des Kraftrisses ‚„‚wackelig‘‘ *) °), 
d.h. bei Starrhaltung der Netzvierecke bzw. bei Erhaltung der Konjugiertheit der beiden Kur- 
venscharen infinitesimal verbiegbar sind. 


$ 3. Spannungszustände negativ gekrümmter Hyperboloide und Paraboloide. 
3,1. Asymptotenlinien der negativgekrümmten Flächen zweiter 
Ordnung. _ | : 
Als erstes Beispiel behandeln wir die Spannungszustände der negativ gekrümmten Flächen 
zweiter Ordnung 5), d.h. der geradlinigen Paraboloide 
Aa —byt=(anrtby)(aa—by) »........ (BB) 
und der geradlinigen Hyperboloide ‘ 2 
e y er St (14) 
RER ee , 
Diese Flächen besitzen zwei Scharen gerader Linien, welche gleichzeitig die Asymptoten- 
-Ynien sind. Die Asymptotenliniennetze und.die.sre approximie- 
renden Fadennetze sind.also Geradennetze. 
Aus den Gin. (13) und (14) ergeben sich die Parameterdarstellungen der geradlinigen 
Paraboloide 


BE NENSREEN ee 
Eh De ar (15) 
und der geradlinigen Hyperboloide 
EB Et 
cos ® cos @ 


4) R. Sauer: Wackelige Kurvennetze bei einer infinitesimalen Flächenverbiegung. Math. Ann. 1933, 8. 673—693. 


5) vgl. hierzu G. Darboux: Theorie des surfaces IV (Livre 8), Paris 1896. 


ee “i 


202 Sauer, Geometrische Bemerkungen zur Membrantheorie re 
PR: GERA EBENE ER SE Zu BE BERER ERBETEN Te Ta nn a a = ._ 
Setzt man dann noch 


_ 4+® er „ . ” ... ee \ . = 3; 1 £ 
1a {0} TR, En (17) 


so sind in beiden Fällen die Parameterkurven % = const, v = const die Asymptotenlinien. 


3,2. Kraftriß der negativ gekrümmten Flächen zweiter Ordnung. 


Wegen der reziprok-parallelen Zuordnung nach $ 2,1 entspricht einer geradlinigen Asym- 
ptotenlinie eine Schar paralleler Quertangenten des Kraftrisses. Daraus folgt: er 

Dem geradlinigen Asymptotenliniennetz einer negativ ge- 
krümmten Fläche zweiter Ordnung entspricht im Kraftriß.ein 
Tschebytscheff-Netz, d.h. ein von zwei Scharen paralleler und 
kongruenter Kurven erzeugtes Netz. Die Kräftepläne der das 
Asymptotenliniennetz approximierenden Fadennetze haben 
als Viereecksmaschen Parallelogramme. 

Die Geraden der Paraboloide (13) sind zu der Ebene ax+by=0 bzw. az—by=0 
parallel. Infolgedessen hat das Tschebytsc heff-Netz des Kraftrisses ebene Kurven als 
Erzeugende. Im Fall der Hyperboloide (14) werden die Tsehebytscheff-Netze von 
nicht ebenen Kurven erzeugt. 7 

Auf Grund der parallel-reziproken Zuordnung kann man die Kraftrisse der geradlinigen 
Paraboloide und Hyperboloide sofort explizit angeben: 

Durch Differentiation nach den Parametern «, » erhält man aus Gl. (15) für die Tan- 
gentenvektoren der Paraboloide 


| we = v, =. ee, 9" (18), 
und aus Gl. (16) und (17) für die Tangentenvektoren der Hyperboloide 

2cos®ow,=—asinv|+bcosv | +e } e (19) 

2c®tor,=—asinul+bceosu|—c-) " "20 i 


Die Tangentenvektoren Y,,, der Kraftrisse sind nach Gl. (12) zu den Vektoren x, Zu 
parallel. Außerdem muß sich 9 (w, v), um ein Tschebytscheff-Netz zu erzeugen, als 
Summe p(%) + q (v) eines nur von % abhängigen und eines nur von v» abhängigen Vektors dar- 
stellen lassen. Dies liefert als Kraftriß der Paraboloide 


= [(waut van) | (Udu—Vdv) 
und als Kraftriß der Hyperboloide 
9=—[(wsin u du-+-V sin v dv) 


|Vuau+ Voar) BEE 


+3 [u cos u du—+V cos v dv) 


2 > (Udu—V dv) (21). 


Hierbei sind U(w) und V(v) willkürliche Funktionen, die aus den vorgegebenen Anfangs- 
und Randbedingungen bestimmt werden müssen. 


3,3. Berechnung der Spannungsverteilungen. 


Aus den Gln. (20) und (21) ergibt sich gemäß Gl. (12) für die Paraboloide die Spannungs- 
verteilung 


= Ua, Tr Te (22) 
und für die Hyperboloide 


alt= U(u) ost os, “ol —V (v) COSRoH re (23). 


Wir betrachten den von Flügge behandelten Fall der Drehhyperboloide etwas näher 


‚und haben dann in Gl. (21) «= b zu setzen. Beim Übergang vom %, v-Netz der Asymptoten- 


linien zum o,O-Netz der Breitenkreise und Meridiane erhält man für die Quer- und Längs- 
spannungen an den Breitenkreisen 


20 1= — (1402) = —(U—V)cos?w, 
20R= ol-02—= (U+YV)cos:w 
und nach Reduktion auf die Längeneinheit gemäß Gl. (3) in den Flügge schen Bezeichnungen 


05% 
(a=rcosw, colgp = — sin ©) 


SSMENZ_U- ne a 
cosp 


222 —- Ns=(U+4YV)cos’w. 


oz, a) aut, sin nu, & = £ 


ep = g ET, ‚sinne 


estgelegt und n man erhält. nach dementaten Posters die Brgebniise von in Hi ü gge 


ei 


34. Zwischenbemerkung über positiv gekrümmte, Flächen, ur 
2 ‘zweiter Ordnung. va 
de er ee in $ 3, 1 und 3,2 durch geometrische Überlegungen gewonnenen Beziehungen” 
= ER man in komplexer Schreibweise entsprechende Formeln für die er gekruminten Flä- 
ar chen ‚zweiter Ordnung folgendermaßen gewinnen: j | 
‚hm: Falle u ara Paraboloids 


ET Az—ar a2 bry® N er 
Er $ ersetzt man ı die Parameterdarstellung (15) durch Eu 
Bo we I on aeeH+iby=2uw, =Uuw. EEE 22129): 
eg: ee: ist ein komplexer Parameter und vertritt die zwei reellen Parameter u, v der Gln. (15); A 
Br ist die zu w konjugiert-komplexe as Die Gin. (20) des Kraftrisses sind zu ersetzen durch 
er 
x Be ee -1[ (Wdw+ Wan) [rau wany|| IR Wudw+Wwdn), B 
Der; 23 wobei W eine willkürliche analytische‘ ee der komplexen Veränderlichen w ist. Bezeichnet 


Be: 2 man die- Komponenten des Ortsvektors b) des Kraftrisses mit &,n,& und benützt statt W die 
E EN willkürliche Funktion 24 Ww dw - = ‚so ergibt sich für den Kraftriß die Integratiose Darstellung 


a 2] > 

en t= ayP en (26). 
. Im Falle des zweischaligen Hyperboloids 
a, 2 y? 22 

ee | (27) 


ersetzen wir die Gin. (16) und (17) durch 


amd, ini, tg; u=atid, vet 
c08.@ Rn 2050 
und erhalten damit die komplexe Parameterdarstellung des Hyperboloids Bd 
| =q era a a A A Na (OB 2er : “2 
w4+ w ww ww Be 


Die GlIn. (21) des Kraftrisses sind zu ersetzen durch 


0-2 W sin udu-W sin üdü) 2 [tw eos vau—Wcos üdü) — 2 [imwau+man. 


u Nach elementaren Umformungen erhält man hieraus für die Koordinaten des Kraftrisses 


le]. ns aw|, sen]: | w“] (29). 


Im Falle des Ellipsoids 
2 pp 2? e" - 
ee Fre Se 
setzen wir analog 
ee nT, z=ictgio;, u=d-+im, w— ei 
— c0si® cos i® 
und erhalten dann die komplexe Parameterdarstellung 
Se, BR ST 20 ER 


are wart 


"Zustände der positiv gekrümmten Flächen zweiter Ordnung explizit ‚gegeben. Die Bi will 


‘sind oder ein Tschebytscheff-Netz bilden ®). Man vergleiche beispielsweise die kom- 


Be udut Wsin ae tfrmnims ts Ei: 
a Be Am = 


LUE 
’- am - ee a 
I 


und nach elementaren an Er I 
ER 2 & ‚di b 

2a | +7 = 5 (mau we), elf we 

"Durch die Gln. (25), (26) bzw. (28), (29) und (31), (32) sind alle mögtichen a annur 


. 


Funktion W (w) muß aus den Randbedingungen bestimmt werden. 3 
: Im Spezialfall der Kugel (a = b=c) ergeben sich als Kraftrisse Minimalflächen?); € 
Gin. (32) liefern die Weierstrasssche Darstellung der Minimalfläcken). + 

' Analoge komplexe Darstellungen sind stets möglich, wenn die Charakteristiken eradlinig 


plexen Darstellungen der stationären ebenen Unterschallströmung idealer Gase mit lo = =.,.y3 er 
und der stationären linearisierten konischen Überschallströmung am ah ri 


$ 4. Spannungszustände pseudosphärischer Flächen. A EHE. 

41. Asymptotenlinien der pseudosphärischen Flächen. 5 5 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Spannungszustände der pseudosphärischen Flächen, - > © 

d.h. der Flächen konstanten negativen Krümmungsmaßes. Nach einem bekannten Satz dr 

Differentialgeometrie bilden die Asymptotenlinien der pseudosphärischen Flächen ein Tsche- 
bytscheff-Netz. Darausfolgt: Die Asymptotenliniennetze derpseudo- 


sphärischen Flächen werden durch Fadennetze mitnichtebenen 2 
Parallelogrammen als Vierecksmaschen et wieder ebenen ER 
Vierkreuzen—) approximiert. ee 


Tschebytscheff-Netze bzw. Vierecksnetze mit Peer als Maschen 
traten auch bei den Kraftrıssen der Flächen zweiter Ordnung auf ($ 3,2). Jedoch hatten wir 
dort im Gegensatz zu hier Tschebytscheff-Netze mit konjugierten Kurven und dem- 
gemäß ebene Parallelogramme. 


4,2. Kraftriß der ER Flächen. 


Aus Symmetriegründen sind. in einem nicht ebenen Paral- 

leloegramm die gegenüberliegenden Winkel paarweise gleich 
7 (Bild 4). Bei der reziprokparallelen Zuordnung entspricht daher 

einem nicht ebenen Parallelogramm ein nicht ebenes Vierkreuz 

mit paarweise gleichen Scheitelwinken (<R=<xX34=a, 

<23=<X41l=P. Indiesen „symmetrischen Vierkreuzen“ sind x 
‚ auch die Keilwinkel paarweise gleich (X 12/23= x 34/41, 
Bild 4. &ı23/34= X 41/12) und die Streckenpaare 1,3 und 2,4 haben die 
Schnittlinie ihrer Seh als gemeinsame Halbierende der Win- 
kel<$13und 24. Daraus folgt: Die Fadennetzemit nicht ebenen Paralle- 
logrammen habenals Kräftepläne Vierecksnetze mit nicht ebe- 
nen, aber symmetrischen Vierkreuzen. 

Beim Grenzübergang zu immer feinermaschigen Netzen streben die Winkelhalbierenden 
sowohl gegen die Flächennormalen des Kraftrisses als auch gegen die Hauptnormalen der Netz- 
kurven. Infolgedessen erhält man als Netzkurven geodätische Linien. Es gilt also der Satz: 
Dem Asymptotenliniennetz einer pseudosphärischen Fläche 
entspricht im Kraftriß ein Netz konjugierter geodätischer 
Liniem 

Die Flächen mit einem Netz konjugierter geodätischer Linien sind in der Differentialgeo- 
metrie unter dem Namen V osssche Flächen mehrfach untersucht worden Er 


°) R. Sauer: Bemerkungen zur Oharakteristikentheorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnun 
angew. Math. Mech, 25/27 (1947), S. 151—153. = je 


’) Tsehapligin: Wiss. Ann. Univ. Moskau. Math. Phys. 21, (1904) S. 1—121; vgl. hier aue 
Einf. in die Gasdynamik S.104, Berlin (1943). 2 ( a ee ee 


’)A. Busemann: Infinitesimale kegelige Überschallströmung, Schriften der Akad. der Luftfa 
Herta (1849), 8106-180. g, Sc r Luftfahrtforschung, Bd. 7B, 


’) W. D. Hayes: Linearized conical supersonic flow. Quart. Appl. Math. USA, Oct. 1946, 4, S. 255—261. 


’) Vgl. z.B. H. Grafund R. Sauer: Über Flächenverbiegung in Analogie zur Verknickung offener Facettentfläche, 
Math. Ann, 105, 8.499 —535, insbesondere S. 534/35 (1931). 


Eingegangen 24. Nov. 1947. . 
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Das isotrope Elastizitätsgesetz. 
Von H. Richter in Haltingen (Kreis Lörrach). 


5 = Aus der Forderung der Isotropie. und der Existenz der ihermodynamischen Potentiale wird für ER, \ 
' räumliche Elastizitätsgesetz eine allgemeine Form angegeben, wobei die logarithmische Dehnungsmatrix ver-. 


wendet wird, bei der die Trennung in Volum- und Gestaltänderung durch gewöhnliche Deviatorbildung mög- 
lich ist. Die elastische Energie ist genau dann die Summe aus Volum- und Gestaltänderungsenergie, wenn 


die mittlere Spannung nur von der Volumänderung abhängt. Das H 00 ke sche Gesetz ist für endliche Ver- ae 


Rr % r 


‚zerrungen nur bei m = 3 zulässig. 


From the demand of the isotropy and of the existence of the thermodynamiec potentials a general form of at 
the three-dimensional law of elastieity is stated.. In doing so, the logarithmic matrix of relative elongations 


is used, which permits the separation of the variation of the volume and that of the shape by simply forming 
the deviator. The resilience energy is exactly the sum of the energy of the variation of the volume and that 


law of Hooke is permissible only in the case m = 3. 


En. supposant l’isotropie et V’existence des potentiels Ihermodynamiques, on donne une forme generale 
‚de la loi de l’elasticitE en se servant d’une matrix logarithmigue d’allongement. Ce procede permet une 
separation des changements de volume et de forme par une simple formation de deviateur. Si la tension 
moyenne ne depend que du changement de volume, l’Energie d’ElasticitE est la somme des Energies.de change- 
ment du volume, et de la forme. La loi de Hooke n’est admissible que pour m = 3. 2 


Hs Tpe6oBaHun U30TPONHUH MH W3 CYINeCTBOBAHNA TEPMOAHHAMHYECKOTO TOTEHIUAIA 


BEIBONUTCH OOIMAA hOpMa MIA TPeXMepHoro 3akoHa yupyroctn. Ilpn 3ToM Henonssyerca 
ANOTapmbmuyeckan MaTpuna gebopMmanuf, TIOSBONAWINAA IIPH IHOMOLIN O0P&a30BAHHA NeBUATOPpa 
Pas31oKeHne HA OOÖBEMHYIO AehopMannmı u Ha nehopMmannm ensnra. TlorernmnansHaa oHeprun 
Aehopmanun ABIAeTca CyMMOü H3 BHePIHH OÖBeMHOH MehopMauun u u3 HHepTum nebopManum 
CABHTA TOABKO TOINA, KOTa CPeIHeE HANPAKEHHE BABUCHT TONIBKO OT O0BEMHOH medhopmanun. 
B cıyuae gehopmannä koHeyHof BeiuyuHBE 3aKoH T'yka NONyCTHM TONBKO, Ipu m =3. 


1. Definitionen. VERF 
‚In Verallgemeinerung des Ho okeschen Gesetzes nennt man ein Material rein elastisch, 


- wenn die Spannungen in umkehrbar eindeutiger Weise von den Dehnungen abhängen. Streng 


genommen muß jedoch noch eine Aussage über die Wärmezufuhr gemacht werden, die bei dem 
Dehnungsversuch stattfindet; insbesondere ist zu unterscheiden zwischen einem ‚adiabatischen 
und einem isothermen Elastizitätsgesetz. Wenn man sich in dieser Hinsicht festlegt, ist auch 
klar, was unter den Dehnungen zu verstehen ist, da dieselben auf der Adiabate resp. Isotherme 


‘ dann z. B. auf den Ausgangszustand bezogen werden können, bei dem die Spannungen alle ver- 


schwinden. Statt dessen kann man die Dehnungen aber auch auf einen spannungsfreien Aus- 
gangszustand zu einer willkürlich gewählten Grundtemperatur ©, beziehen. Der spannungs- 
freie Zustand bei einer anderen Temperatur ©,entspricht dann für isotropes Material bereits 
einer allseitig gleichmäßigen Dehnung, der Wärmedehnung. Auf diese Weise ist dann das Wärme- 
dehnungsgesetz im elastischen Gesetz inbegriffen. Von dem betreffenden Material muß natürlich 


. vorausgesetzt werden, daß es im betrachteten Temperaturbereich durch Temperaturänderungen 


keine bleibenden Veränderungen erleidet. 
Wir gehen demgemäß von einem spannungsfreien Zustand zu einer Temperatur O, aus. 
Die hierauf bezügliche Deformation in einen anderen Zustand werde durch die Matrix X und 


_ die zugehörigen Spannungen durch den Spannungstensor ® charakterisiert?). Wir nennen das 


Material rein elastisch, wenn ® eindeutig von A und © abhängt. Das Material heißt isotrop, 


_ wenn diese Abhängigkeit invariant gegen euklidische Drehungen ist. 


Bei der Lösung der Aufgabe, die allgemeinste Form dieser Abhängigkeit aufzustellen, 
rechnet man zweckmäßigerweise mit Matrizen, wobei die folgenden Abkürzungen Verwendung 
finden: a 

_A entsteht aus X durch Spiegelung an der Hauptdiagonale. (W);z.ist das Element von A 
in der i-ten-Zeile und %-ten Spalte. |] ist die Determinante von X. {A} ist die Summe der 
Elemente der Hauptdiagonale von X: sogenannte Spur von X. Eist die Einheitsmatrix. Ist 
fie) = a,‘ x", so ist unter Voraussetzung der Konvergenz SU) =:a, MA. 

Erinnert werde an die folgenden einfachen Sätze: 


MIR M 4. 


Nr =[U:.BT-AB .. san... : (1:2), 
wenn X mit 3, jedoch nicht notwendig auch mit 48 vertauschbar ist. 
m ne EN RR 


wenn In X definiert ist. => 
Für eine reine Drehung R ist: ee el... el 
Für eine reine Streckung Sit: &=®©. 
ı) X ist die Funktionalmatrix: ar’ = AUdr. Pist Ber physikalische Spannungstensor im Punkte ?’. 


4 of the shape, if the average tension depends only on the variation of the volume. For finite deformations, the _ RE 


_ Richter, Das isotrope F 


er RT, 


= - 


Jedes X ist darstellbar in der Form: 
wobei die Multiplikation in funktioneller Schreibweise von rechts nach links zu lesen ist. | 

| 2. Folgerung aus der Isotropie. . ET 

Gemäß (1.5) kann A als eine Drehung R mit nachfolgender Streckung © aufgefaßt werden, 

wobei die Hauptstreckrichtungen der letzteren gegen die Koordinatenrichtungen gedreht sind. 


Bei isotropem Material darf die Anwendung von N keinen Einfluß auf ® haben. Es ist also 
® eine Funktion von & und ©. Bei gegebenem X findet man nach (1.4) und (1.5) © aus 


AA=-SANS=-&.......... TE 
Die allgemeinste gegen Drehungen invariante koaxiale Beziehung zwischen ® und © ist 

nun offenbar: e 
Beflo], DIN Dean ee 


wo die /, die Invarianten von © sind ?). 
An Stelle von S kann man auch eine umkehrbar eindeutige Funktion von © benutzen. 
Es zeigt sich später, daß es zweckmäßig ist, die „‚logarithmische Streckung“ 


es Sa Re Ze (2.3) 


zu verwenden, die wegen der positiven Eigenwerte von © stets definiert ist. Die Invarianten 


von % seien: 


x Pe a (2.4). 


Übrigens folgt aus (1.3) und (2.1):5 = 5 {na = in Aa] = In |. 


Wir schreiben dann an Stelle von (2.2): 


{P} =/fı {C} uw {%} +fs{83} 
PIE HHLIIAHFLEN 
PL) HI HR + Fs{8Y 
mit im allgemeinen nicht verschwindender Determinante, so ist für 
= fr Eh CHF EP = ER} bei 4 =0, 2 
Da wir nun von ® wissen, daß es mit & koaxial ist, ist es vollkommen durch IB: {PR 
und {P2?} festgelegt. Also gilt BP =%; d.h. 
ef k,l, 0 € +f,(5, k,t, O)-2-+f,:(5, k,T, 0): 22 en ee (2.6). 
Damit haben wir die allgemeinste isotrope Beziehung gefunden. Bei Verwendung von & 


‘an Stelle von 2 hätten wir entsprechend erhalten: 


P =g9, (I, ©) € +93 ds ©) :6© +9; FR ©) ES (2.7). 


3. Folgerung aus dem Potential. 
Die auf die Volumeinheit im Ausgangszustand bezogene innere Energie des Materials sei 


want RT (3.1); 
die Entropie sei gie 
Eee, KT RR Tre ee er (3.2). 
Hieraus ergibt sich die freie Energie f zu: | 
f=u—-9. s=f bh OS Re (3.3). 
Ist nun dA das Differential der von dem Volumelement geleisteten Arbeit, so ist 
dA=—du+0:.de=—df—-8:10 , I Re (3.4). 
Für isotherme elastische Änderungen ist also 
aA=—ldfjorcn RE ee Ne (3.5); 


:) Wie man sich leicht überlegt, k i i 
RR, an eic rlegt, kann hierbei noch eine der Invarianten I, eingespart werden im Gegensatz zu der spä- 


. 
as 


% ” | s “ - 2 D% A 
KEN T „2: (LS) Br, 


En; 
“ 

EN - 
BR. 
en 

’ 

jr 

fr 


en, Nom 3 we 


; DREH: er 1A (du) sncon 
wobei aus (3,1) (3. 32) 9: zu Slminkren ist, so daß w als Funktion von ME k,lund s erscheint. 
ER Um nun dA zu berechnen, gehen wir von einer Deformation A zur benachbarten Defor- 
nation X -+-dA über. Da eine reine Drehung dA nicht beeinflußt, können wir annehmen, daß 
RZ 5 eine reine Streckung Sist. Die Einheitsvektoren in den Hauptstreckrichtungen von & seien 
= eu e, und e,, die als Koordinatenvektoren gedacht werden können. Die Komponenten von® 2 
in diesen Richtungen seien o,, o, und 0,5. Als Volumelement können wir das von Ge, ©&e& und 2 
- Se, aufgespannte rechtwinklige Parallelepiped benutzen, das ja vermöge & aus einem Einheits- 
= ‚würfel- ‚hervorgeht. Die an ©e, ansetzende und durch &e, und Se, aufgespannte Seite erleidet. : 
nun außer einer infinetesimalen Verkippung und Flächenänderung beim Übergang von S zu 
= Ss —+dNX eine Verschiebung in der e,-Richtung um den Betrag e,- Si aa) Ss — ©. e) a 
= edNe, = (AM. en an dieser Seite geleistete Arbeit ist also ee. 


5 
— 4 Wu (dr (u — IC] ea . 
» 11 


N Die gesamte von dem Volumelement geleistete Arbeit ist somit 


2: dA=—|E: See = nel: mean RE . O. 
AggcH 5 De Detormation. & +ay eutsnricht nun eine Streckung S+i = wobei nach (2. ei ist | 
RS. 0.8 +46): — (S +49) (S+dW, 


Be pder Se 
| a S-.de tus -E-ES-.dätgu.s. Be, 
BAEı  e Multiplizieren wir diese ne von ie mit RS und bilden die en so folgt ea 
ERREER (4: 2): | 
I HURPENIS =-(PEIA m 44B Sr! a) = 2{% &- am, 


weil ® symmetrisch und mit © koaxial ist. Aus (3. 7) erhalten wir daher 


Be a4 Nelmeideir: sony, Be (8.8) 
und Ben schließlich wegen (1.2), (1.3) und (2.4): | 
| PEN ET N ne er es (3.8*) 
en wir diesen Ausdruck in die isotherme Fass : 5) ein und benutzen (2.6), so folgt: 
0) 
regte tar ları Ya. > 
2; Da nun nach (2.4) Se 
Ex? & dj={dt}, re und ans 
„ist, waghe sich schließlich: Br Er 
() Ä 3 E fe A 
=, wn- se fi | x 
und damit nach (2.6): | 7 
fi E ; ° & ’ 
Bi= era .g 43m Jarıhho)-. ... 0. 89) 


es Brunn ergibt sich aus (3.6) für das adiabatische Gesetz: 
= — Ri ach a+327.8 Q2, =u(j,k,l;s) RE BO BL NN 


- Wollen wir bei der ee des Elastizitätsgesetzes auf die Einführung von & ver- 
zichten und direkt © verwenden, so benutzen wir zweckmäßigerweise als Invarianten von ©: 


I, ={$&}, 1,5 {&}, L,=:18|. 


Aus (2.7), (3.5) und (3.8) ergibt sich dann durch analoge Rechnung das Elastizitätsgesetz 
in der Form: 


B=,L- +; sr "&+rzn, I, f=f.9) .....e) 


und eine entsprechende nes mit % (I, 1,,1;,s) an Stelle von f. 


r ER. we an) Ar ERIP R © RT e = N u r7 Pr.‘ % 
a Eh ae a a He ae a er Dr ee j 
f ah = : be; 3 5‘ 24 > r RR ee N . . 
P» a : RT "2 : . 3 13. ax, Ei ie , ar: 3 en 
208 ie Richter, Das isotropo Elastizitätsgesetz 


4. Übergang zu den Deviatoren.  _ ee 
ithmi ist sich nun nicht. nur als zweck 
ie Einführung der logarithmischen Streckung 2% erweist sich nun nic = 
na “er möglichst einfache Formulierung des Elastizitätsgesetzes, sondern bei ihrer Be- a 
nutzung läßt sich vor allem auch die Trennung einer Deformation in Gestalt- und er 7 
rung durch gewöhnliche Deviatorenbildung genau so wie bei infinitesimalen Verzerrungen En * 
führen, während ein entsprechendes Vorgehen bei Verwendung von © sehr umständlich ist. Um 


dies einzusehen, zerlegen wir die allgemeine Streckung © in eine Gestaltänderungsstreckung ©, 


und eine Volumänderungsstreckung ©,. Wir fordern also: IE 
3 8=-8.&-&-& mit |S]=1 und &=-E bei g>0... (Al). 
Offenbar ist: durch (4.1) für jedes © mit |&|>0 eine solche Zerlegung eindeutig fest- 
gelegt; es ist nämlich bei gegebenem ©: 
‚Bd =TVlS mar rs, | E 
Wegen der Kommutativität von ©, und ©, können wir (4.1) logarithmieren: u 
8=y,+% mit ,=1n6 und , =-1m&,........(42). 


Es ist dann nach (1.3): 3 
)=hl&5=0 u end E {)=31n%. 


Bezeichnen wir allgemein mit Ö den Deviator zu der symmetrischen Matrix Q, also 


- 


In der Tat wird also die Gestaltänderung durch den gewöhnlichen Deviator von & cha- 


rakterisiert. Für infinitesimale Dehnungen wird & = &—€, so daß 2 in den. üblichen De- 
formationsdeviator übergeht. 


Führen wir nun die Invarianten von & ein: en 


Gall Ele ee (4.5), 


so ist 3 
yakıız und ee a SL 5 
Wir können dann 5, y und 2 an Stelle von j, k und Z als Variable verwenden. j charakteri- 


siert dann die Volumänderung, während y und z die Gestaltänderung charakterisieren. Wie 
man leicht nachrechnet, ergibt sich dann aus (3.9) die Formel: 


Ve 
3219-7; 


re (4.6), 
a ED a 
ta sr 
wo in Gegensatz zu (3.9) jetzt I=f(j.y 2 ©) ist. 


Eine entsprechende Formel ergibt sich aus (3.10). 


Ohne Beweis sei noch bemerkt, daß y und z nicht unabhängig voneinander alle möglichen 
Werte annehmen dürfen, sondern der Bedingung 


BR] 
0) = yi = g% 
unterliegen. 
h 5. Aufspaltbare Elastizitätsgesetze. 
In der Elastizitätstheorie infinitesimaler Verzerrungen kann die elastische Energie als 
Summe von Volum- und Gestaltänderungsenergie aufgefaßt werden. Da nun die Volumänderung 


durch j und die Gestaltänderung durch y und z angegeben werden, ist diese Aufspaltung bei 
endlichen Verzerrungen genau dann möglich, wenn 


/=F(j,9) +4(y, 2 0), 
resp. u=U(j,)+V(yz 5) 


Die Inikdtere” ran hängt also nur von j allein, d. h. von der Volumvergrößerung, ab. 


Bu w oz nur von ’ abhängig, so folgt aus (4. VE Rn Wels 5 
Er EN AR TRIER EN RER ER 

A En a a BO jr u BLENDER ae Re 
er AR wieder für} die Gestalt (5. 1 Wir können somit sagen: Die elastische Eilergie, 
ER ist genau dann in Volum- und Gestaltänderungsenergie auf- 
i „Spaltbar, wenn die mittlere RER, nur von N Volumver- 


Be: eu abhängt. | R Be 
Bet he RS Sa 6 Rene zu einer ‚neuen Grundtemperatur. EHRE NEN as 4 
et Wir hatten die Deformationen auf den spannungsfreien Zustand: bei einer bestimmten a 
RE "Temperatur ©, bezogen. Nehmen wir jetzt an, daß an Stelle von ©, eine andere Temperatur [OF 
ei als Ausgangstemperatur benutzt werden soll. Die Temperatur ©, entspricht bei B= 0 einer 
& _ bestimmten Deformation ©, mit n &, =%.. © jet ein Vielfaches der Finkersmass also 
E ist g, =, Yı br =0. Es ist dann nach (4.6): 208 ER 
N EN I 000-0 ee 
Be was das Wärmeansdehnungsgesetz liefert: ER AR. er 
2 = 2 u 2 i = (9,)- a u a ar GER . ET Ur Ye re, en 
ER: Br Deformation PN ERESErIcht in a auf den neuen Ausgangszustand die Matrix 
V=-AS! Asit® —-6 St," —=8— 8, und damit - RR SRH; 
er % N 70 y-h A Re Re >62). 
SA: Panne! ca. 6) können wir nun J durch j ersetzen, wenn wir gleichzeitig anstelle von di 
RL einsetzen: ; | w: 
FR RN) ER 9) = er. +9 (0,) 92,0). .. (6.3): > 


Hieraus folgt insbesondere, daß die in Abschnitt 5 besprochene Kutssätffenkent der elasti- 
‚schen Easreıs unabhängig von der Wahl der Grundtemperatur ist; 


YiR Gültigkeit des Hookeschen Coast x 


Man kann auf Grund der gefundenen Formeln die mannigfaltigsten Forderungen an das 

-  Elastizitätsgesetz stellen, insbesondere bezüglich der Temperaturabhängigkeit, und nachprüfen, 
ob diese Forderungen realisiert werden können. Wir wollen hier nur die Frage untersuchen, 

ob das gewöhnliche H oo ke sche Gesetz für endliche Verzerrungen noch gültig sein kann. “ 
Unter Verwendung der Lam&schen Konstanten hat das Hooke BaNE Gesetz die Gestalt: Di 


| BIS —- GH E+2u:( a U Be ARE NEN) 
oder | | | BR 
B=(4-1—341—2u) E+2u6. EN TER re (7.2): 7 
Es ist zunächst klar, daß (7.1) tatsächlich aus der allgemeinen Formel (3.9) für kleine & SE 
hervorgeht. | Mn 


Damit nun (7.2) auch für endliche Verzerrungen ein zulässiges isothermes BBSHIERAIE geselE 
darstellt, muß gemäß (3.11) 
of of 


0) \ 
AI, — 31 — Ausg: Au le= 57, und g=37, sein. 


Dies geht aber nur, wenn A = 2u ist, was der Poisson schen Querkontraktionszahl 
— 3 entspricht. Für alle anderen Werte von m darf das Hookesche Gesetz nicht für end- 
liche Verzerrungen benutzt werden. An seiner Stelle kann man dann das entsprechende loga- 


rithmische Gesetz i x ; 
| B Boa EH2u8l ann... een en (7) ; 


verwenden, das im isothermen Fall zu der aufspaltbaren Energie 
Er EM 
Ber rare 


„gehört. 


Eingegangen 2. Februar 1943. 
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Die Spannungsverteilung zwischen Gurt- und Stegblech unter ER 


der örtlichen Lasteinteilung beim T-Querschnitt.") 
Ä Von J. Rieve in Flensburg. | | 


L’auteur caleule les’ tensions le cas qu’une seule force agit sur la partie swp£rieure d’une section 
N en forme de I. Le probleme est Se a Ba d’un demi-plan born par un filet et charge d’une seule 
force. Il en resulte une formule pratique pour la distribution des tensions entre le filet et le demi-plan. 
B 9Tol padore onpenensiorch HANPSKeHNA, BOSHHRAMIUNHe B NByTaspoBof Danke ION 
BIIHAHHeM COCPeAOTOYeHHON CHI, IPHIOKEeHHON E BePXHeh TIOJIKe. ITa 3amaya CBONHTCA 
K HCCIENOBAHHMI HOJILYINIOCKOCTH, OTPAHHYeHHOH HABEPXy HOACOM H HONBepikeHHof JeÄcTBu 
cocpeporoyeHnuoü cms. B pesyıpTare naerca NpnÖNmkeHHan dopMmyaa, onpenenamman 
HAIPFIKEHUA MEikıy TIOACOM H HONYINIOCKOCTBIO. 


1. Einleitung. Die Stabwerke des Stahlbaues haben meistens I-förmigen Querschnitt. 
Bei ihnen besitzt die Ermittlung der Spannungen unter der Lasteinleitung Bedeutung, da die 
Gefahr der örtlichen Überanstrengung des Materials im sehr dünn gehaltenen Steg beachtet 
werden muß. Insbesondere ist der Übergang vom- Gurt zum Stegblech, also die Halsniete und 
Halsnähte, ein gefährdeter Punkt. Im nachfolgenden soll versucht werden, für die Bemessung 


. dieser Teile eine rechnerische Grundlage zu schaffen. Neben der Spannungsuntersuchung spielt 


die Frage der Stabilität des Stegblechs unter der Lasteinleitung eine Rolle. Untersuchungen 
hierzu sind erstmalig von K. Girkmann ?) angestellt worden. In einer späteren Abhandlung 
wird sich der Verfasser auch mit dieser Frage beschäftigen. 


2. Allgemeine Ansätze für die Scheibe. (Bild 1.) Das 
damit durch die Airysche Spannungsfunktion F folgender- 
maßen beschrieben: 

ar ®F NT ‘ 
9a Zr Fa TTS Toy = dr öy .. tb) 
F hat dabei die partielle Differentialgleichung 


Fr otF otF 
a az Fa a u Ye en (2) 


Bild 1. 


zu erfüllen. 
Gleichung (2) genügen Funktionen, die folgenden Aufbau zeigen: 


Fed yo, IE N Tr 


wo ®, und ®, Potentialfunktionen sind und damit die Cauchy-Riemannsche Diffe- 
rentialgleichung erfüllen. Die tiefgestellten Indices x, y bedeuten die Ableitung nach diesen 
Größen. Als Bedingungsgleichungen haben wir damit: 


Pa = - du und Di =—d 


Die Funktionen nach Gleichung (3) in die Spannungsausdrücke nach Gleichung (1) eingesetzt 
liefern - 


ayy * 


%=Ddyr2 YDayw =— Pr — 2 Pia YDeray 1 20 0e EA 
y=datydmy = — dm —Ydm =: ER N 
Toy ame Day -H Dory -+ YDyayı N ee en a en (4c). 


ı) Diese Aufgabe wurde vom Verfasser im Jahre 1944 in einer Dissertation (Referent: C. Weber, Korreferent: K. 


Beyer)ander T.H. Dresden bereits behandelt. Er ist dem Referenten für wertvolle Anfegungen zu Dank verpflichtet. 


»)K. Girkmann: Stegblechbeulung unter örtlichem Lastangritt. Sitzungsbericht d. Akademie der Wi 
in Wien. Bd.145 (1936), Heft 1/2. RR 


Stegblech wird als Scheibe idealisiert. Die Spannungen sind 


BE =) Fey a Per 
BER (= Querdehnungszahl, E =.Elastizitätszahl) 
eingesetzt: a re en Ba ER TE Ei 
ee Be ADTERT NTN 
| für die y-Richtung entsprechend DR SEEN RE Rn 
Er He SER Ne Be, =—dy(l +9) — 270, — yDayy(l PR, 
Für die Formänderung erhalten wir mit &, er A Kos 
re RE ER Ren Y 


PRSLE 


5 ar 


ki 4% 


var, 


FEN, 


U Ne Z — Diaz —2 Dan 2 ehe de u & .. (7a), “ er 
2 a ER 7 } N / En 0, = Piz 79m ET ee 5, a %% Ze Br RE : £ r A: TER 
in: | ae i inr oh Toy = — Day Dam en Ban a er I NE Pr: IE ER 

, 


BSD END ner ne a 
ren Uno nn. see. (äh) =: 


RE LER Durch die Gleichungen (7) und (8) sind , 
die Spannungs- und Formänderungsgrößen am 


Blechoberrande durch die beiden Potentialfunk- = 
tionen ®, und ©, ausgedrückt. a y 
Be Wir haben jetzt die Formänderung des | 2: 
0 Gurtes, der als biegesteifer Stab wirkt, an- y 6, 
2 zusetzen.. Der Querschnitt kann beliebige Form 
R haben. d/2 ist der Abstand von der Schwer- 
achse bis zur Berührungsfläche zwischen Gurt 
... „und Halbebene. Aus der Bedingung des Gleich- 
gewichts am differentialen Stabteil wird mit 
7 Bil2 | | 
DE dQ. 2 dM ex d 
TER Bay se en u ERRE=C 9): 
Die Verschiebungsgrößen am Gurtunterrande sind nach der Stabtheorie‘ i ei 
es we Te ON SUN M d Er oe 
: ER > EN RE ee ehe (10a), 
dv 2 7 10b 
| da: =— EJ 2 er Ba Ze) Drache, He et a are ( ). he 
= Trägheitsmoment und F = Fläche des Gurtes. Gleichung (9) in (10) nach entsprechender 
Differentiation eingesetzt, liefern die folgenden Bedingungen zwischen Formänderung und Span- a 
nungen am Blechoberrande. ER 
> J OT, d 97 Re 
EIua=—p® re en tn. Wi a 
€ 5 & er P 
ee en) 
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Die ee und ge BR al schung L 
. Pötentialfunktionen ®, und ‚®, ausgedrückt. Damit vr erhalten 


Bra 49) Bee 10 + FE 
Re [pi th: Dur: al 2 
IT Piano 149) ) + Parse (1 = Dia) us >: 


AR ’ hr S (Dioon + Das) a 2 
Be Das sind zwei Bedingungsgleichungen zur ne ®, und 
Br... Sie sind angeschrieben für den Rand y=0. Durch passende Differentiationen und 1 
Ben: 'kationen wird ©, eliminiert und als Bedingungsgleichung für Mi RT ö 
we. 2 hh-@ 2 ‘ 
ID DO FEIN a 
Re J° 2 s- 
Be. 02 Pl® Yu + pe, 2 | | er 3“ 


Im Sinne einer technisch brauchbaren 
Näherung- wird die Differentialgleichung mit 
einer Reihenentwicklung gelöst. Das Problem 
der durch eine Einzellast beanspruchten Halb- 
ebene mit Gurt wird derart umgeformt, daß der 
Gurt periodisch wiederkehrende Einzellasten 
nach Bild 3 trägt. Für eine solche Belastung 
Er der Fourier-Ansatz 


p(x) = 73m n=t3,5. re Ben . (14). 


Um in Gleichung (13) eingehen zu können, rd die Belastung als Potentialfunktion fol- 
gendermaßen angeschrieben 


a a | mi rg 
« > x x A * 
ar 


2 pP" T® 
p(x,Yy det cos nel, I, en Br ern 
Für die Potentialfunktion der inneren Spannungen setzen wir nach Einführung von 
Mr Diaz 
ne 0 ER 
ar ı = 
ne cos —7 DET ID ne (16). 


Der Beiwert a, dieses Ansatzes wird durch die Randbedingungen an der oberen Begren- 
zung der Halbebene bestimmt. Gleichung (15) und (16) abgeleitet und für den Rand y=0 
genommen, danach in (13) FR liefert für a, die Bedingungsgleichung 


PH) Dan nA a. —--h: u ae 


| 
+haJı —») Day ARE N; Fa ie TI RATE 
2Pp he RER J-h2P 
I TEN Tr PER > TEN er 
Daraus 
d TG h I 
re: | a TE S 
ein, EURER SL SEERE N CA STEGE Ze IBRBLEN. 
== Be a zur 
a ns [7 ee: en Hd Ar 


ialfunktion g, nach Gleichung (16) 
ingungsgleichung fÜr p. — Pazz-. 


Mr A a ee Re » u: 2. SA ee K EN 
E z ER Be, = b„ e gl % Earl 
Gleichu BE aan re 


an x EIS GE In ShdeN\ 1 hda:aı a, 
23 aaa sah ae + 4=| 
er 


r 


n 5 


1 
= 


= Aus 
3 « iu 
Bin 


durehführen. Wir führen einmal ein: 7= @,d=0. Das bedeutet mechanisch: der Ein- 

0 fluß der Längsdehnung im Gurt und der Biegeverformung infolge des außermittigen Last- 

SIE URE ‚angriffs der Längskraft im Gurt kann vernachlässigt werden. Das wird bei den üblichen x 

. Gurtformen zulässig sein. Im nachfolgenden wird noch der Einfluß dieser Vereinfachung unter- 
sucht. Zum anderen wollen wir die Näherungslösung F=0, d=0 betrachten. Sie bedeutet 

mechanisch: zwischen Gurt und Stegblech werden keine Schubspannungen übertragen. Dieser 


X En 'Fallliegt vor, wenn beispielsweise eine Kranschiene mit Hakenschrauben, die eine Längsbewegung i 

„zulassen, auf dem Gurt eines I-Profils befestigt ist. ER ET 53 BEN: 

= 200 ...4—1. Sonderfall P= ©, d 0. Für diese Bedingung folgt aus den Gleichungen (12) 
E 25 GR x z Din IE a D,zz . < ja s R“ ae en R se (21). 

| In Gleichung (8a) eingesetzt, liefert das a = 0 wie vorausgesetzt. Aus der Gleichung (17) ; 

{3 dann. EEE ; ne ; Se: 

2 2P 1 

a a TE (22). 


Wir führen hier nun ein 
3 J k F 


> Be EN EEE en ge ER A LITER 
RE: £ Sr 
3 und schreiben für die Periode der Fourier-Reihe 1 =A:r, wo A ein dimensionsloser Beiwert ist. RR a 
. Damit erhalten wir für Gleichung (22) cs 
| | | | 2P 1 Ex“ 
A, = F% ; Fi z h 38 : Be ee N a Re EEE (24a) En 
3 Für den Beiwert b, ergibt sich mit den Gleichungen (16, (19) und (21) 2 a 
ae A SE 1 Y i Fe 
ee ae a 
“und mit der Gleichung (24a) 
= 1 
z b, SER IR Ru DAB): 
gi h,2 .n®n® 1 
22 7 
42. Sonderfall F=0, d=0. Hier folgt aus der Gleichung (12a) 
| ee a Ja er u rel 
Gehen wir mit dieser Bedingung in die Gleichung (ec) ein, dann erhalten wir, wie oben 
vorausgesetzt 
= 2 E Sg Ty = 0: 


N En Pe I vn 5 A 
h R >: F Baur: u y B} 
- Er Te ee | gie & u : 
N It > an RN Rn 
\ Sr ie Fe 


Ei ee OR 2 BE 
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% | Der Beiwert a, ist nach der Gleichung (17) Ah ER 7 Re = u 
ER | 2 u RER 
= Hier setzen wir ähnlich wie in Gleichung (23) 


und erhalten dann mit diesem r-Wert für die Beiwerte a, und b, wieder die Ergebnisse der 


H Gleichung (24). 

ge Wir haben also durch die Einführung des Wertes r erreicht, daß beide Sonderfälle zum 

RR selben Ergebnis führen. Außerdem läßt die Schreibweise der Gleichungen ( 16) und (19) folgendes 

x erkennen: Wir haben eine allgemeine Form der Spannungsverteilung, diesich ausdrückt in der 

2 , n= 6087 r 

Sa n? n°® } 
2 ; ; n=1 7 +1 i 
. und durch eine entsprechende Summierung nur einmal ermittelt zu werden braucht. Die An- 


wendung dieser allgemeinen Spannungsverteilung auf besondere Tragwerksverhältnisse erfolgt 
durch den Multiplikator und durch den Wert r in der dimensionslosen Fourier-Periode 4. 


IA r 1 
Nehmen wir beispielsweise zwei Gurte an, bei denen für die Trägheitsmomente gil I. 7 
2 


Jı 


KT HA ee, 25 Fe 4 
dann haben wir 2 Vs 7: Gehen wir mit diesem Ergebnis in die Gleichung (24) 
2 
ein, so erkennen wir, daß die Spannungsverteilung sich für den steiferen Gurt mit J, über 
eine doppelt so lange Strecke ! wie im Falle J, erstreckt. Dafür ist die maximale Span- 
nung unter der Last im Falle J, nur halb so groß wie im Falle J,. Durch einen steiferen Gurt 
dehnt sich also der Einfluß der LasteinJeitung über eine größere Länge aus. 

- Dafür nimmt die Beanspruchung unter der Last entsprechend ab. Der Einfluß nimmt 
zu mit der dritten Wurzel aus dem Trägheitsmoment, also verhältnismäßig gering. Für J— © 
haben wiri=r-A—o. Die Spannungsverteilung wird damit gleichmäßig und geht gegen Null. 
Für J—0 haben wirl=r'4—-0. Die Einzellast geht unmittelbar in die Stegblechscheibe. Die 
Spannungsverteilung im Stegblech muß für diesen Fallin den strahligen Spannungszustand nach 
Michell?) übergehen. Mit der Periode 2=0 erhalten wir aber eine Häufung der Einzel- 
kräfte, so daß sich der Übergang in dieser Form mit den Ansätzen nicht vollziehen läßt. 


Es sei noch ein Vergleich der beiden r-Werte für die Sonderfälle # =0 und f =» durch- 


geführt. Nehmen wir die Querdehnungszahl » ser an, so erhalten wir für f=w 


3 
J 16 vPj 
el 12111 )4 REF nee Ye (28a) 
Für #F =0 
Ma nn 87/25 
J J 
Mn r Se 
= Vz 2 — 1,2599 Vz TEEN War (28b). 


Durch den Übergang von F =» zu F —=0, also durch ein Auftrennen des Trägers zwischen 
Gurt und Steg ändert sich demnach die Einflußlänge der örtlichen Lasteinleitung nur wenig. 


Für die Spannungsverteilung zwischen Gurt und Stegerhalten wir nun allgemein nach den 
Gleichungen (7) folgendes Ergebnis: 


Für den Sonderfall F =: 


Ri 1 1 

0, = ® Dirz 3 Y%ı Wr RB N SEE Tr Te VE FRE (29a), 
BED Re ED E BR (29b), 
a 1-+» " 
Tya— dont 2 Da REN TEE (29e). 


°) Nadai: Elastische Platten. Berlin 1925. 
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Für den Sonderfall F =0O 


RK WE BE Re ee ER (30a), 
a, = Dr — 9 Au N ee ee ea, he (30b), 
a ee We (306) 


Für die Spannung 0, unterscheiden sich die Ergebnisse aus den beiden Sonderfällen nur 


wenig, nämlich nur um die Änderung des r-Wertes nach den Gleichungen (28). Anders für die 


Spannungen 6, und T,,. Dadurch, daß eine längsverteilende Wirkung des Gurtes bei f =0 
entfällt, wächst die Spannung °, um das Dreifache. Dafür verschwinden die Schubspan- 
nungen Tzy. 

Führen wir in die Gleichungen (29) und (30) die Spannungsfunktionen und Beiwerte nach 
den Gleichungen (16), (19) und (24) ein, dann erhalten wir für die Spannungen zwischen Gurt 
und Steg fürf =w 


", Berne 


NIC. 
Ee IE Ä = KH SER AR EN Sla), 
,=3 u) cos —.® n=1,3,5 (31a) 
= FE +1 
= pP’ nn 
en = >> BEE RE (31b), 
EE 78 +1 
en 12PS 1 NT 
Tu Sn Th > Per) cos RE ER Les (31c) 
A3 
Für #=0 
en Ei ee TER RENATE N (32a), 
nit 33 +1 
2 ne 5" er ee ee (32b), 
»=1 FE —1 
RES RE WR A BR NE ERBE ER ER (32c) 


Pre 1 
Für die Spannungen in dem als Halbebene idealisierten Stegblech erhalten wir mil v = Ey 
allgemein für F = © 


1 2 
I, = 3, Diez ae Y Dee er ee ee ee ee (33a), 
2 33b 
0, = Djrz GT Er Yy Din ee Eee En A er ee ae ee er ( R 
1 2 33 
Tay = ARE Dry ee Y D;zyy agree, Maaen! BOHREN ( c) 
Für F=0 
DNB he ae FEN ger ee (34a), 
Oy = ®, au Y Din ee a ER Renee ehe DAlze en (34b), 
RU TE ER le ET (34e). 


Hierin die Spannungsfunktion ®, nach Gleichung (16) und den Beiwert a, nach Gl. (24) 
eingeführt, liefert 


Für #f =o: 
12P 1 Inn \ 7° re 35a 
n= et 
ge Rx 1+ ). en er (35b), 
Da 3.1 


N 


fr rm « t 5 x 
aa. a ERS RS x 
FR s EL ETEN REN US 

BER Wis 


4 


Si 
g 


1 


.9Pp Een 1 12 NIC: 7 NT £ s j en e. 
; li 7. ke v3 PER, Je DR ar ae » .. (36a), 


5. Vergleich der Näherungslösungen mit den genauen Ansätzen. Wir wollen jetzt 
die Güte der Näherungslösungen abschätzen. Dazu nehmen wir eine rechteckige Form des 


2 -  Gurtes an. Für die Gleichung (18) und (20) der Beiwerte a, und b, erhalten wir mit 

a F=b:-d (b = Breite des Gurtes) N R 

> 

# | : 1—vdnn (1-+») u 

: BI E ; TER GR 48 r/ nn (38a) 

f RTTr im 1 (een a k 

E mie Br) Me Bene 48 r) nn, 

2. Pre A203 BT, a\?® ı 28 = 2: 

2 Lo ran gtall areetreen Fe 

E \ nr 27 A a a . 
r) an 


| 8 
5 Die genaue Lösung enthält also neben dem r-Wert als Vertreter der Gurtsteifigkeit noch 


d 
den Abstand Dr der Gurtschwerachse von der Berührungsebene Gurt — Steg. 


PA. Sie wird daher für verschiedene Tragwerks- 
; verhältnisse jedesmal neu auszuwerten sein, Inder 


Gleichung (38) tritt das Verhältnis = auf. Es liegt 
nahe, den Einfluß von“ auf das Ergebnis des Bei- 
wertes a, anzugeben. Das ist in Bild 4 geschehen. 
Es ist hier der Wert a, > für n=1,3 und über 
die Abszisse r aufgetragen. Aus dem nahezu er 
rechten Verlauf der Kurven im Bereich 0 < 2 a 


läßt sich erkennen, daß hier der Unterschied zwi- 
schen genauer und genäherter Lösung nur gering 
sein kann. Die Reihen für die Spannungsermittlung 
03 05 06908 10 15 20 4: konvergieren gut, so daß es genügt, diese Betrach- 


tung auf die Fälle n =1, 3, 5 zu beschränken. Dadie- 


Bild 4. 
üblichen Gurtformen fast immer der Bedingung 2 1 


genügen, wird man im allgemeinen die Näherungslösung anwenden können. Im nachfolgenden 
wird die Güte der Näherungslösung an einem Beispiel gezeigt. 


6. Auswertung der Summe und Beispiel. Bei Anwendung der Näherungslösung ist die 
Spannungsverteilung durch die einmalige Auswertung des Ausdruckes 


n=% 


> b cos ee 
EEE RD eh 
n? 76° I 


n=1 


13 


pt ii nn TI. nn ee, 
este oe... Ch) 
73 
| BRNST Ina ee . (36c) 
a er Fa Th IT 2 6 RE u g 
SS | 


> » 2% AR Bist r NT Mey TER y ’ et ui aN ar N Ei % e 
gegeben. Hierin ist A= — die dimensionslose Periode der Fourier-Reihe. Sie kann frei gewähl 
werden, wobei jedoch auf zwei Dinge zu achten ist. Einmal darf sie nicht zu groß gewählt wer- ı 
den, da dann die Konvergenz der Reihe sehr leidet. Andererseits darf sie auch nicht so klein 
_ gewählt werden, daß der Spannungszustand sich im Bereiche einer Periode nicht ungestört ent- 
wickeln läßt. Die Spannungen müssen n er ap N 
 Periodengrenze asymptotisch gegen Null gehen. a 
„Es zeigt sich, daß A= 10 eine zweckmäßige Perioden- 
länge ergibt. In Bild 5 ist das Ergebnis der Sum- 
 mierung der Glieder n —=1,3...19aufgetragen. Um 
- ‚nochmals die Güte der Näherung zu überprüfen, sind 
_ >. auch die genauen Ansätze nach der Gleichung (38) 
. ausgewertet. Dabei ist der Berechnung ein IP 45 
zugrunde gelegt. Die für. die Berechnung maß- 
geblichen Werte sind: N 2 En 
erde —=28 cm; A=1,5cm; b=30cm; z —0,696287. 
Die Summe der Glieder n =1,3...19 ist ebenfalls 
‚im Bild5 aufgetragen. Der Unterschied zwischen 


1 


j De 4 " . ; r x 
KR, PR A N 


‚genaue Lösung gt = 
—_--- genähertelösung. 


m 


der genauen und der genäherten Lösung ist gering. FRE ER 
In den Bildern 6 und 7 sind die Spannungen nach Der Ir de ar. Ir Nr Te 
‚der Näherungslösung für die ‘beiden Sonderfälle ee 


F= und F = O aufgetragen. 


1 Spannung 


"0sr Ir ER Ir 4r 


Bild 6. Be 2. 'Bild7. & 

7, Zusammenfassung. Mit den Gleichungen (31) und (32) haben wir Ansätze zur Be- 

urteilung der Spannungen zwischen Gurt und Steg. Die Gleichungen (31) sind abgeleitet für eine 

feste und kontinuierliche Verbindung zwischen Gurt und Steg, wie sie etwa durch Schweißung 

oder beim Walzprofil erfüllt wird. Aber die Ansätze können auch zur Abschätzung der Span- 

nungen in den Halsnieten der Blechprofile dienen. Jedenfalls berücksichtigen sie die tatsäch- IR. 

lichen Gegebenheiten besser als die übliche Berechnungsart nach der DIN 120, Berechnungs- a. 

grundlagen für die Stahlbauteile von Kranen und Kranbahnen, $21. Die maßgebliche Spannung Re 
bei der Lasteinleitung ist die Normalspannung °,. Für die praktische Anwendung erweist 'es 
sich als unzweckmäßig, die Spannung in Form einer Reihe zu haben. Es empfiehlt sich daher, 

das Ergebnis der Reihe durch folgende Gleichung zu ersetzen: 

2 1 20,7.-7° 

yT—T5.r:h (02 23,28 72)? 

= Diese Gleichung kann für die rechnerische Beurteilung der Materialanstrengung unter der ed 
Lasteinleitung benutzt werden. Es sei darauf hingewiesen, daß die obigen Ansätze im Sinne der 

technischen Elastizitätslehre ein Fließen des Baustoffes nicht berücksichtigen. 


. (39). 


Eingegangen 8. I. 1947. 
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Vogel, Der Sättigungswert des Kurzschlußstroms ee 


Der Sättigungswert des Kurzschlußstroms in einem Netz 


mit beliebig vielen Kraftwerken. 


Von Dr. Alfred Vogel, Stuttgart. 


Schaltet man mehrere Elektrizitätswerke zu einem Versorgungsnetz zusammen, 50 ist die Frage nach den 
Kurzschlußbeanspruchungen von großer Bedeutung. In vorliegender Arbeit werden für eine j 
schaltung die Spannungsgleichungen des Versorgungsnetzes bei einem Kurzschluß am Transformator eines 
Kraftwerks angegeben. Das inhomogene lineare Gleichungssystem wird mit Hilje von Kettenbruchdetermi- 
nanten gelöst. Für den Kurzschlußstrom erhält man dabei eine Darstellung durch einen Kettenbruch. Es wird 
untersucht, welchem Sättigungswert der Kurzschlußstrom zustrebt, falls die Anzahl der speisenden Kraftwerke 
unbegrenzt anwächst. 

If several power stations are joined to a distribution net, the question of the short circuit strain is of great 
importance. In this report, equations are stated giving the vollages that are arising in the case of short cireuit 
at a transformer of a power station situated in a symmetrical circular connection. The inhomogeneous system 
of linear equations is solved by aid of contimuants. The short circuit current is then represented by a conti- 
nued fraction. It is investigated to which limit of saturation the short circuit current is converging, if the 
number of the supplying power stations is indefinitely increased. 

-La question du chargement d’un court-circuit est de grande importance pour le cas que plusieurs stations 
forment ensemble un reseau de distribution. L’auteur donne pour un branchement en polygone ge wi 
les quations des tensions naissant par un court-circuit dans le transformateur d’une station. Le 
d’öquations inhomogene lineaire est r&solu a,l’aide de constituants. Le courant de court-circuit se prösente 
alors sous forme de fraction continue. Ensuite on examine la limite & laquelle la saturation du courant de 
court-circuit converge, si le nombre des stations augmente infiniment. 


Ecyu MHOTO 91eRTpHyecKuX CTAHIHÄ BEIMYeHH B OAHY CET, TO BOTPOC O Harpy3aKke TOKOM 
KBPOTKOTO 3AMBIKAHUA HMEET ÖoNBIIOe BHayeHue. B MaHHOH PaboTe BEIBONATCH YpaBHeHHA 
HAUPSCKeHHA IH CHMMETPHYHOH CHCTEMEIL COeNHHEHHA KONBIOM IPH KOPOTKOM 3AMEIKAHHH 
TpaHchopMaTopa Ha ONHOH u3 9NeKTPHyecKuxX CTaHıuü. HeonHoponsaa cucTema AHHeÄHBIX 


ypaBHeHnä pemaercH Ipu NHPOMOIUM onmpepeuntereä (KOHTURyaHT). Tok KOPOTKOTO . 


3AMBIKAHHA IPeNCTABIIeH B BANe HeIpepsIBHON apobu. Kpome TOrO BHyHCAAeTCH TPereNbHO®e 
SHayeHHe TOKA KOPOTKOTO 3&MBIKAHUA MIA CAY4YAA, KOTNA YHCHO HHTAMINHX CeTb Bllek- 
TPHYecKUX CTAHIMÄ ÖeCKOHeUHO BOBPacTaerT. 


Bei symmetrischer Ringschaltung, wie sie in nachstehender Skizze veranschaulicht wird, 


lauten die Spannungsgleichungen des Versorgungsnetzes bei einem Kurzschluß am Transfor- 
mator eines Kraftwerks folgendermaßen: 


er Fat. Hm) R-E 
er ta tu5t.. tm) R=üır 
sr +5 +... +4,)R=ür 


ur ti, R=iuır. 


Es bedeuten: r = innerer Widerstand von Generator und Transformator, 


R = Leitungswiderstand zwischen zwei Kraftwerken, 
E = Spannung an den Generatoren, 
%,, %y..., = Teilströme der Generatoren im Kurzschluß. 
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Der Kurzschlußstrom hat dann die Größe 


h=- 72h tatist Tin- 
: R E' Bere 
Setzt man zur Abkürzung FF und K= 7,50 ergibt sich das Gleichungssystem: 


1+0)u teu test... +6n=K 
—ıuh+1+0)% te; +... +0,=0 x ’ 
— a tl +9)%+...- 0m =0 SEITE BEE) 
f —hnaÜatli+)n=0. 
Gesucht wird der Kurzschlußstrom 
„= K +2 4a tot... +%)=f(&K,n). 
Im besonderen interessiert der Sättigungswert des Kurzschlußstroms: 


I. Im J,„=FfF (6 -&). 


no 
Entscheidend für die Existenz von Lösungen des nicht-homogenen Gleichungssystems (1) 
ist das Verhalten der Determinante 
1-+c c c ge 6 6 
—1l1-+e ee... 6 
Ante) = 0.—11-+e... BR 


0:0 0 ...— 1 1-+c| 
Subtrahiert man die 1. Spalte von der 2., die 2. von der 3., ..., die (n—1)-te von der n-ten, 
so entsteht 


1+c —1 DEV 0 
—124+c6 —1... 0 0 
An (ce) = 0 —122-+c....0 0 
0 0 0 ..—12-+e | 
oder wenn man die 1., 3., 5., ... Zeile und Spalte je mit —1 multipliziert, 
1+e 1 NR a 
12 ee 1 2770 0 
A = 0:2’ 1°72 6.4.70 0 ER N Pa ee 
07,0 0 ....1 2406|. 


Diese besondere Form einer Determinante heißt einfache Kettenbruchdeterminante oder ein- 
fache Continuante !). 

Das zugrunde liegende Gleichungssystem (1) ist für alle Werte von c, für die-A„ (c) = 0 
ist, nicht mehr auflösbar. Deshalb ist es notwendig, nähere Untersuchungen über die Null- 
stellen vonA,(c) vorzunehmen. Zu diesem Zweck werden wir von folgender Determinanten- 
umformung Gebrauch machen: 


ı) Eingeführt wurden diese speziellen Determinanten von J. J. Sylvester, Ona remarkable modification of 
Sturms theorem. Philos. Magazine (4), V (1853), S. 446-457. Die Bezeichnung ‚„Kettenbruchdeterminante‘“ stammt 
von T. N. Thiele, Den endelige Kjaedebroksfunktions Theorie. Tidskrift for Math. (2), VI (1870), S. 145—170. Die in 
der angelsächsichen Literatur übliche Bezeichnung „Continuante‘ gebt auf T. Muir zurück, Continuants, a new special 
class of determinants. Proceed. R. Soc. Edinburgh, VIII, (1874), S. 229—236. — Eine Kettenbruchdeterminante oder 
Continuante heißt einfach, wenn-alle Elemente in den der Hauptdiagonale benachbarten Diagonalen gleich 1 sind. 


EEE Ne a! 


Für n=1 ist nämlich U, +V,=®—1=4.. 
Gilt die behauptete Beziehung (4) für alle n <N, so folgt daraus 
Uy + Ur = (®— 2) U — Un +(@® — 2) Uy— Uyı 
= ( —2) (U + Um) —(Un.+ On) 
— in Lager 2) @y or! Gy— 
= Gy+1- 
Also gilt die Beziehung (4) für alle n >1. 
Damit lassen sich nun auch die beiden Aussagen 


Don = aU„.ı -. und CD Ed ee er le ..(5) 


beweisen. Für n=1 ist nämlich 
Diec=aU,t rund D=®—1=6.. 


Ei an 02 | | = eolme- a er R 
„Ur —" #5, a2 = (a —2) U,—D, Er fr 1 a (—2)6,—@% g 
aa E a@—1 
1 OR Re ve Se 1 a—2 | 
“22. a2 
Zwischen den D,- und @,-Determinanten besteht der einfache Zusammenhang 
Un + U,=6, Ki ER She TE re a‘ (4). 


2. E ; i | Be 
Bas. N Vogel, Der Sättigungswert des Kurzschlußstroms 221 


‚Wir nehmen an, daß die beiden Aussagen (5) für allem <N richtig seien, dann folgt daraus 


Den+i=aDean—Den—ı und Dan+2 = aDan+ı — Dan 


= a@y — aUy-ı '=MUy—-@n 

=a(@y — Ux-ı) = (@ —2)Uy-—- Uyıt Un 

=qaUy = U,41+ 0x 
— Gx+i- 


Also gelten die Aussagen (5) für allen >1. 
Für die Entwicklung der Determinante (2) ergibt sich jetzt mit Hilfe von (3) 


Re 30 0 


Aa=(—r | 0 .1.5Yo 0 @=—l) 
RE a 
an) ‚7 2n—1\,. dee 
- yore Hat) 
235 cr B al lo +... ET rege 
Vergleicht man diese Darstellung mit der Entwicklung 
2:cos 9: 1 EN N 
1 RE Re Er 
0 EN a: 
0 0 0 . 2cos olan 


ar Es gan cost — (? © ') ganz cos2n2p-.,.. +(—Ijn-1 Ir Bu 1) 22.0? 9 1(—1)" (1) 


_ sin(2r +1) 
nl sin / 


so erhält man 


sin(2r +1) 3 
— (— 1)? —— —=j 
Anle) = (—]) a mit 2cosp=jfYe. 
Die Nullstellen ”’» =1,2,...,n) des Polynoms A, (c) hängen also aufs engste mit den 
Nullstellen ds Tschebyscheffschen Polynoms 2. Art zusammen. 
Aus 
sin(2r+1)pgo=0 
folgt 
MALE 
an 1 
und 
Vn N 
Ba 3 1 —jye 
oder 
re EL Mr eh). 
% 4 cos nl (v ‚2, ) 
Daraus läßt sich ablesen, daß alle n-Nullstellen er (v=1,2,...,n) reell, negativ und ver- 
schieden sind und zwischen O0 und —A liegen. Darüber hinaus stellen wir fest, daß als ganz- 
zahlige Nullstelle nur c= —1.in Frage kommt, nämlich für alle Polynome A, (ec), deren 


Grad n von der Form 3m + list. Die (2m +1)-te Nullstelle eines solchen Polynoms ist 


m+1)__ ET 
mr = cos ai 1E, 


ie en ET 5% a: 
Für die Ber sinedenen Werte N =, a ..,n) hat St Gleichur 
A keine Lösung, weil 1. K 70, 2. Br ah Au (e) keine gemeinsamen Nu 
2 nn BR SEuReglch Ra wir für die Summe der Teilströome 


In atatat Hair 


Hierin ist TR nn L. 
\ Na i 1+e 1 fi) 
1:2+ec 1 


E: alas, sarah ae! ee : a 


| | 12% Be 
a a 
12:2 #0271 a 

vB 0 1 2 + 7: = Vn—1: T 

; 2 E= Cln—ı N : 
Br DE sieht man wieder sofort ein, wenn man das en der auftretenden Determinanten. 9 
betrachtet: . ae = 
a 2 Vo-1 und A=1 SE 
ER Vı=|2-+e] A=|1-+e 5 FREE 3 
| 2-4c x _ 11-6 | > | 

| 2-10.1; u 1 ; ERS 
1 2-46 1 2-46 | a 
Vu “ = (2-40) m-1ı — Vn-2; An= N perl) ae 


240 2-+c|, e u I 


‚ ah 
> at i2 


tdrt. +ar Hamm Vrtänn RR 


u. = (1 Vo N 
=(2-+0) a 
an Re 
Ki Des (are n 21. an 
Teen wird 


- und schließlich der Kurzschlußstrom 


: „=K+28,,=Ki1 4 
{ ei er + zZ en. 


- 


" Man kann aber auch im Zähler und Kerr von B i, Tschebysc heff 8 beiynome 


2. Art einführen. Er v-1 
Im Zähler ist 
et jye & 
1,214:0 = Be 1 jye  (-1)e-1 sin 2ng 
= on > nn 7200. sn 
2+eln-ı jys 2n—1 2 


RAR | Will man aus dieser Darttung d den Grenzwert \ von Inlür n n> ob 
zwei Fälle zu unterscheiden: VER 

a et Orr EN ED PER en, 
f i$ NR = ® S ER 9 eh . iin Imagine. Ei: R A 

E Da eigenen für komplexes Argument geytiz Er Er Pr u SE PER 

v2 F . Ks Ei Lu 

Be | nl anne ne 

gilt, ee & ae Fall ee EHER Be 
| 9-5 j% inte Te ee 


2 - 
EN d a 


de PH te Bi - a = ER 
Be Damit wird 2 e: 
2 4 Ber, 
F>; em re Ar inte Fr Ir: 37 ARSTER E 


und ; % ei SE 


To l2n-H1)jpe= rei En +1) Sin tl * er 

img en t1)jp=+l,. | t | Par. 

no 5 ; N 

: ‚also ar, Be Sr 
Pe: | Im1n= + 1+%.K. | a 
j N n x i C rl 


ER b) Ist c <— 4, so wird i ER 


negativ reell, aber von absolutem Betrag größer als 1. In diesem Fallist a Re 
= at jteco EI=e. ee ER 


. Damit wird : a 33 


pP = — Tg ArCo| ei -Yı+2 | a 


un: 2 


E - 
= N, 
>14 EE 
e - tm a 
ae 7 = « Pi 


RT 


wu hi j S Saw 
Fee lm, fı + 
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re 1-=+l147-& für alle e>0 oder s—A. 


Schlußbemerkung: Das rein elektrotechnische Problem der Bestimmung des 
- Kurzschlußstroms kann ohne Verwendung der Spannungsgleichungen gelöst werden. Herr Dipl.- 
Ing. Linse?) gibt zum Beispiel durch Umwandlung des Netzwerks in einen symmetrischen, . 
' homogenen Kettenleitereine entsprechende Lösung an. In vorliegender Arbeit kam es dem 
. Verfasser im wesentlichen darauf an, das zugrunde liegende mathematische Gleichungssystem 
zu diskutieren und daraus die Kettenbruchdarstellung des Kurzschlußstroms herzuleiten, wäh- 
‘rend sich bei der elektrotechnischen Methode für den Kurzschlußstrom eine Darstellung mit 
Hilfe von Tschebyscheffschen Polynomen ergibt. ä 


Von Herrn Linse stammt die Anregung Zur vorliegenden Arbeit, wofür ihm der Ver- 
 fasser auch an dieser Stelle nochmals herzlich danken möchte. 


2) H. Linse , Größe des Kurzschlußstroms bei beliebiger Zahl von Kraftwerken und beliebiger Kurzschluß- 
stelle im elektrischen Netz. Erscheint demnächst. 
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Kritische Betrachtungen zur sogenannten Großzahlforschung sr; 
in der Technik und zur Anwendung mathematisch-statistischer | 
Methoden in der Biologie und Medizin. 


Von Paul Riebesell in Hamburg: 


. ” = ” h in 
Bine kritische Betrachtung der in der sogenannten Großzahlforschung der Technik und vielfach auc 
der Biologie und Medizin angewandten statistischen Methoden zeigt, daß viele dort nommene 
nicht allgemein gültig sind, ja viele entweder trivial oder ie sind. Es werden die Vorausseizungen auf- 
gestellt, unter denen sich in Natur und Technik aus einer Summe von statistischen Verteilungen eine normale = 
Kurve ergibt, und es wird ein Prüfverfahren dargelegt, wie sich in zuverlässiger Weise entscheiden läßt, 
eine Zerlegung einer schiefen Kurve in normale einen Sinn hat oder nicht. 


A critical account is given of the methods of ““G@roßzahlforschung”, showing that this version of the statistical 
analysis of mass production is in many cases either ieh or false. The suppositions are examined for the 
presence of the normal curve und a test is suggested for the significance of two or more observational modes 

‘ based on the idea of comfidence Limits (Mutungsbereich). x 


LD’auteur donne une critique des möthodes de la « Großzahlforschung » et montre que la plupart des conclu- 
sions, qui sont deduites de ces methodes, sont triviales ou jausses. Il deduit les suppositions pour la reali- 
sation de la courbe normale dans la nature et la technique. Un test est propos pour decider si une courbe 
anormale est a analyser en plusieures courbes normales. 


Kpurnyeckoe paCCMOTpeHHe CTATUCTHYECKUX METOAOB, IPHMEHAWILHAXCH BTAK Ha3BHIBaeMmoH 
Teopuu ÖONbIIUX 4YUCeN TEXHUKH H B ÖHOJOTHM HU MEAHINHe, IIOKAsbIBaeT, YTO MHOTNE, 
nenamınnech TaM 3AaKIoyeHnA MIM TPMBHANBHLE HIU HempaBunsHb. ÄBTOPp HpHBoNuT Te 
UPeAIHOCH.IKH, KOTOPEIE HEOÖXONUMEL AL TOTO, YTO-Obl H3 CYyMME Habonenui NOIyymnlach 
HOPMANbHaA KPHBAA OTKIOHeHHH. ‚Jlaetca kpnrepnä, 103BOoAAmmmÄ pemmTb BOIPOC, 
ABIAETCH-IH PA3IOIKeHHe HECHMMETPHYHOÄH KPHBOÄ Ha MHOTHe HOPMAAIbHBIeE KPEBBhIe TeJieco- 
o6ÖpasHbIM HAM HET. 


Mehrere Veröffentlichungen der letzten Zeit geben Veranlassung, vor gewissen Auswüchsen 
der Großzahl-Forschung in der Technik zu warnen und die Grenzen für die Anwendung ver- 
schiedener mathematisch-statistischer Methoden in der Biologie und Medizin festzulegen. 


1. Die Veröffentlichungen, die zur Kritik Anlaß geben. 


a) Karl Daeves und August Beckel sagen in einer Arbeit „Auswertung durch Großzahl- 
Forschung‘ (2. Auflage 1943, Verlag Chemie, Berlin) Seite 5 folgendes: ‚‚Die praktische Auswertung von Tausen- 
den von Häufigkeitskurven auf dem Gebiet der Technik und Industrie, aus Physik, Chemie, dem Verkehrsleben 
usw. hat gezeigt, daß der anfallende Zahlenstoff nur selten eine Ga u ßsche Normalkurve bildet, sondern daß 
meist zunächst unregelmäßige oder asymmetrische Kurven mit Buckeln oder sonstigen Verzerrungen vorliegen. 
Die weitere Entwicklung der Großzahl-Forschung führte deshalb zu der Erkenntnis, daß zwar allen bisher beob- 
achteten Häufigkeitskurven die G a u ßsche Verteilung zugrunde liegt, aber nur in der Weise, daß die zunächst 
anfallenden Rohhäufigkeitskurven Mischkurven aus mehreren G a u ßschen Teilkollektiven darstellen oder aber 
daß die Normalkurven erst bei entsprechender, z. B. logarithmischer Teilung des Merkmalmaßstabes beim 
Gesamtkollektiv oder bei den Teilkollektiven zu erkennen sind. Wird aber eine entsprechende Merkmalsteilung 
gewählt und werden die Mischverteilungen in Ga u ßsche Verteilüngskurven zerlegt, so lassen sich praktisch 
alle Häufigkeitskurven auf Gau Bßsche Fehlerkurven zurückführen.“ Diese Ausführungen seheinen zu- 
nächst richtig zu sein, in der weiteren Durchführung der Methode werden aber die asymmetrischen Kurven an 
Hand von äußerlich erkennbarer, auf ihre Echtheit nicht nachgeprüfter Asymmetrie in Gaußsche Kurven 
zerlegt und noch dazu mit einer ganz geringen Zahl zugrundegelegter Werte, was Seite 3 folgendermaßen be- 
gründet wird: „Wenn überhaupt in einer Industrie Eigenschaften der Erzeugnisse und Betriebseinflußgrößen 
zahlenmäßig laufend gemessen oder auch nur abgeschätzt werden, so kann die Großzahlforschung mit verhältnis- 
mäßig einfachen Mitteln und guter Erfolgsaussicht zur Vergleichmäßigung und Herauszüchtung der günstigsten 
Eigenschaften angewendet werden. Dazu sind nicht Tausende von Werten nötig, es genügen wenige Hundert, 
oft auch nur 20—30 Werte. Der Name Großzahl-Forschung, durch den dieses Forschungsverfahren von der reinen 
Ursachenforschung und von statistischen Zahlenzusammenstellungen unterschieden wird, hat niehts mit „Viel- 
zahlen‘‘ zu tun, sondern enthält einen Hinweis auf das sog. ‚„‚Gesetz der großen Zahlen‘: Erst die Zusammen- 
fassung einer Anzahl von Meßwerten zu einer einheitlichen Masse (Kollektiv) zeigt gewisse Regelmäßigkeiten 
und die geschilderten kennzeichnenden Werte, die sich an wenigen Einzelwerten nicht erkennen lassen.‘ 

..b) B.deRudder sagt in einer Arbeit „Über ein allgemeines Reiz-Reizantwortgesetz in der Biologie“ 
(Die Naturwissenschaften 1943, 8.577) folgendes: „Alle biologischen Leistungen von Organismen nach Art einer 
Krankheitsabwehr, einer Disposition, einer Resistenz u. dgl. stellen komplexe Lebensleistungen dar, d.h. sie 
hängen stets von einer Vielzahl von Einzelfaktoren ab, die sich nach Gesetzen der Kombinatorik über die Einzel- 
individuen der Population verteilen. Demzufolge müssen alle biologischen Leistungen der genannten Art im 
Grade ihrer Ausprägung die bekannte binominale Verteilung aufweisen; die Zahl der auf einen Reiz bestimmter 
Größe ansprechfähigen Individuen muß durch diese Verteilung also bestimmt werden. Und da die Zahl der wirk. 
samen Faktoren jedenfalls sehr groß ist, kann die zugehörige binominale Verteilung ohne nennenswerte Fehler 
durch eine Ga u ßBsche Verteilung dargestellt werden, wie sie beim bergang von einer sehr großen endlichen 
Faktorenzahl zu unendlicher Faktorenzahl entsteht.‘ Und in kleiner Schrift fügt er hinzu: 

. „Daß gelegentlich asymmetrische Verteilungen auftreten können, mag erwähnt sein. Sie ändern am prin- 
zipiellen Sachverhalt nichts Wesentliches, sondern verlangen nur sinngemäß Anpassung der hier dargelegten 
Zusammenhänge.“ 

Leider ist: es aber so, daß eigentlich der Satz mit der kleinen Schrift fett gedruckt werden müßte und 
der erste Teil in Kleindruck. Die binominale Verteilung bildet nämlich in der Praxis nicht die Regel, sondern 


e) sche; „H an 4a els b 1 a N m etagieche Re: das fort- 
An ulichung. wirtschaftlicher Vorgänge von den Methoden der Großzahlforschung Ge- 
‚ sagt in Nr. 4 vom 30.1. 1947: „Die Zahl der bis zu einer bestimmten Kapitalgröße 1997 be. = 
Mlschaften folgt prozentual der gleichen Gesetzmäßigkeit, wie sie bei der Größenverteilung von 
festgestellt wurde. Die Darstellung zeigt, daß auch scheinbar so willkürlich bestimmbare Größen wie 
hen akopitals in ihrer Gesamtverteilung einer übergeordneten Gesetzmäßigkeit: folgen. Auf 
is kann die Verteilung von Gesellschaften verschiedener Art untereinander, mit solchen anderer Länder I 
Zeiten verglichen werden. Das Verteilungsgesetz hat, zudem auch auf wirtschaftlichem Gebiet, eine als 
meine Bedeutung, die in weiteren Beispielen zur praktischen Anwendung gezeigt werden-soll.“ Gr 
Be: d) Die unter a)genännten Verfasser sagen in einer Arbeit „Gesetzmäßigkeiten der Wirt- 
2 schaft und ihre Darstellung‘ (Stahl und Eisen 1947, S.113): „Nachdem die Großzahl-Forschung erwiesen hatte, _ 
daß eine GauBß -Verteilung auch für Gegenstände der Technik gilt, und nachdem wir einfache zeichnerische 
5X . Verfahren zur Erkennung und Auflösung der häufig gegebenen Mischverteilungen entwickelt hatten, prüften wir 
‚die Anwendbarkeit des Gesetzes auf Wirtschaftszustände. Dabei erwies es sich häufig — wie schon bei Gegen- 
s ständen der Naturwissenschaft und Technik — als notwendig, die Verteilung nicht über der numerisch, sondern 
- über einer logarithmisch geteilten Abszisse aufzutragen. Die Beispiele der Bikder lassen die überraschend gute 
“ Übereinstimmung der Größenverteilung von Gegenständen des Wirtschaftslebens verschiedenster Art mit dem 
> @außschen Gesetz erkennen. Man geht kaum fehl, ‚wenn man das Vorliegen einer solchen Werseilung auch im 
_ Wirtschaftsleben als natürlich und normal ansieht.“ 
= e) P. Lorenz hatin einer Arbeit „Über die Analyse von Verteilungskurven‘“ (Die Technik, 2. Jahrgang, 
- Heft 2, 1947) zwar eine einwandfreie Darstellung der Methode gegeben, aber in keiner Weise auf die Grenzen 
und zulässigen Voraussetzungen für die Anwendbarkeit der Methode nn zumal er ee der => 
. Summenkurve die einfache Ga ußsche Kurve benutzt. 


Ba RR Gilt in Natur, Technik, Wirtschaft usw. das. Gaußsohe ei oder gilt es nicht? a 
2 Um diese Frage zu entscheiden, muß man auf die Ableitung der Ga uß schen Fehler- SR 
a 


E- = | RE > = REES NERT U RE I u . a (1) 
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eingehen. 
Gauß macht dabei zahlreiche Voraussetzungen: 
1. müssen die verschiedenen Faktoren, die die „Fehler“ A hervorrufen, voneinander un- 
abhängig sein, 
.2. wird vorausgesetzt, daß p (A) für A=0ein Maximum hat, 
3. wird vorausgesetzt, daß (+4) =9(—4) ist. 
Diese Voraussetzungen sind gleichbedeutend mit der Annahme einer symmetrischen Kurve 
- und der Annahme des arithmetischen Mittels als wahrscheinlichsten Wert. 
Keynes!)hat nun als erster gezeigt, daß jeder Annahme über den wahrscheinlichsten 
"Wert eine bestimmte Fehlergleichung entspricht und umgekehrt. Nimmt man z. B. nicht das 
arithmetische Mittel, sondern den Zentralwert (Wert, der in der Mitte liegt, den also gleich viele 
' Beobachtungen nach oben und unten über- bzw. unterschreiten) als wahrscheinlichsten Wert, 


so ergibt sich S 
RE N EEE ER 
wo 2= (&%,— x) und x,„ den Zentralwert bedeutet. 
2 Setzt man in GI. (1) + 
und ee; 
h= er 
oy2 - 
so wird 
: 2 1 2 ; 
Rep a a ee ED) 
ee £ oyar. e( 7 
undfürc=1 
1 | 
Sa ee a 3 
a Y2r e( 2 
= Man sieht nun, daß Gl. (2) durch en Transformation in Gl. (4) übergeht: 
— A: Yany 
2 
2 = Im 2 


Durch eine einfache Koordinatentränsformation der x-Koordinate nimmt also die Kurve, Gl. (1), 
eine vollkommen andere Gestalt an. 


1) Keynes; A treatise on probability, S. 196, London 1921. 
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B. De Rudder sagt (a.a. 0. S. 578): 


„Seit den klassischen, biometrischen Untersuchungen G alt ons wissen wir, daß die große FH # 
Mehrzahl morphologischer Maße von Zellen, Organen, Körperteilen und Körpern dieser Verte-r 


lung gehorchen. Sie ist auf diesen Gebieten hundertfältig empirisch bewiesen und längst in die 
Beurteilungsweise solcher Maße als selbstverständliche Voraussetzung eingegangen. - 


Hierzu ist folgendes zu sagen: . 

Als Erfahrungstatsache hat sich herausgestellt, daß die meisten direkt beobachteten 
Größen (Naturgrößen elementarer Ordnung) in der Regel nach Gauß streuen. Daß aber 
Größen, die von diesen Naturgrößen elementaler Ordnung abhängen (sei es, daß die Abhängig- 
keitsfunktion bekannt ist oder nicht), nicht nach G a u ß streuen, geht aus folgender Rechnung 
hervor. Sind die Beobachtungen . 


x 


Ts Tg a Ins = 
so ist der wahrscheinlichste Wert auf Grund des arithmetischen Mittels 
T=—. 
N 


Wenn wir aber x? bestimmen wollen (und vielleicht wissen wir es gar nicht, daß unsere beobacht- 


bare Größe das Quadrat einer Elementargröße ist), so würden unsere Beobachtungen 


sein, und der wahrscheinlichste Wert wäre 


ne 
n 
Es ist aber 

n © La: 
cn == ee 

n n 

und allgemein < 5 

N N 


Es ist leicht einzusehen, weshalb die sogenannten schiefen Kurven in der Natur die Regel 
bilden. Die Gründe sind folgende: 


a Der Poissonsche Grenzübergang. Es ist nicht allgemein richtig, wenn 
de Rudder behauptet, daß die binomiale Verteilung beim Grenzübergang für n—o zum 
Gaußschen Gesetzführe. Dasist nur richtig für densogenannten Laplaceschen Grenz- 
übergang, nicht aber für den Poissonschen, bei dem in der Entwicklung (p + q)":n 
gegen oo geht, aber — im Gegensatz zum Laplaceschen Grenzübergang — eine der Größen 
np oder ng endlich bleibt, die Wahrscheinlichkeit des Eintritts des Ereignisses also sehr klein ist. 


Dann ergibt sich die Gleichung 
‘ rd a? . ee 


N Re Re (5) 


y als Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Ereignis F 
mit der Wahrscheinlichkeit qg in n-Versuchen 
x-mal eintritt, wobei 


a=n'g 
ist, 
Gl. (5) liefert aber schiefe Kurven, von 


denen mehrere (für verschiedene a) in Bild 1 
dargestellt sind. 


b)Diesogenannte Wahrschein- 
lichkeitsansteckung. Eine Voraus- 
setzung des Gaußschen Verteilungsgesetzes 
und der binomialen Verteilung ist die, daß 
die verschiedenen Fehlerursachen unabhängig 
voneinander sind oder, daß bei dem zugrunde 
gelegten Urnenschema nach jedem Ziehen einer 
Bild. Kugel diese jedesmal in die Urne zurückgelegt 


Brig 
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a handelt es sich um die sogenannte Wahrscheinlichkeitsansteckung 2). Es gilt nicht mehr der 


- von Pearson behandelten Kurven 3). 


E Be c) So nstige Ursachen für sc hiefe Vertei In gen. Außerordentlich 
häufig ist die asymmetrische eingipfelige Verteilungskurve, wie sie in Bild 2 dargestellt ist. Es 


=: pi . ‘ F v . N . a x 
; Satz von der Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten, und es entstehen die schiefen, besonders 


abs. H 
2000 


et F 10 Grade 
u Bild 2. == Bild 3. 


gibt aber auch Verteilungen, die der normalen geradezu entgegengesetzt sind. Ein Beispiel zeigt 
Bild3. Es gibt die Verteilung der Bewölkung in Breslau im Laufe von zehn Jahren. Gebe- 
lein?) sagt hierzu: 


. „Diese Betrachtung soll lediglich zeigen, daß, sofern die Merkmalskala verändert werden darf, keine spe- 
zielle Häufigkeitsverteilung vor den anderen ausgezeichnet ist, und daß man durch Veränderung der Merkmal- 
skala jede beliebige Verteilung gewinnen kann. Ob man bei einem bestimmten Problem die Verteilungsfunktion 
. voraussetzt und die Merkmalskala dieser anpaßt, oder ob man die Merkmalskala festlegt und die Verteilung 
in ihren Besonderheiten untersucht, ist keine statistische Frage, sondern eine Frage der Forschungsmethode 
des betreffenden Arbeitsgebietes; sie wird dadurch entschieden, welches Verfahren die Klarheit besser fördert. 
Einen Hinweis auf das Zustandekommen der u-förmigen Verteilung der Bewölkungsgrade kann vielleicht das 
folgende Beispiel liefern. 
.. Ein Uhrpendel schwingt bekanntlich nach einem Sin-Gesetz zwischen den Größtausschlägen + A hin 
und ber. Betrachtet man als Merkmal tür die Lagen der Pendellinse in den einzelnen Augenblicken die Aus- 
schläge x, gemessen in Bruchteilen der Amplitude A, dann ist die Häufigkeitsdichte 


nay1— x 
Entsprechend dieser Verteilung, die in Bild 4 aufgezeichnet ist, wird man bei vielen wahllos ausgeführten Mo- 
mentaufnahmen die Pendellinse in den einzelnen Stellungen 

antreffen. Die Verteilung hat im ganzen dieselbe Form wie im 

Falle der Bewölkung. Würde die Bewölkung zwischen klarem 34 

und dicht bedeektem Himmel immer hin und her schwanken 
wie das Uhrpendel, so würde die Verteilung der Bewölkungs- 
grade nach Bild 3 genau die gleiche sein wie bei Bild 4“. 


3. Die Zurückführung von Naturgesetzen auf das 
Gaußsche Gesetz. 

Ähnlich wie de Rudder das Weber- 
Fechnersche Gesetz lediglich als eine Näherungs- 
funktion des allgemeinen Reiz-Reizantwortgesetzes, 
das die Form der Gaußschen Summenverteilung 
haben soll, auffaßt, haben früher zahlreiche andere 
Autoren, z.B. auf dem Gebiet der Absterbeordnun- 
gen, ähnliche Spekulationen angestellt, zu denen 


grundsätzlich Folgendes zu sagen ist °): -1 N) Ir 
a) Nach Bruns’) läßt sich jede vorgegebene Bild a. 
— im übrigen willkürliche — Funktion durch eine 


:)F.Eggenberger u.G.Po 1ya: Über die Statistik verketteter Vorgänge. Z. angew. Math. Mech. S. 279 (1923). 
s) P. Riebese 11: Einführung in die Sachversicherungs-Mathematik. Berlin 1936. 

ı) G. U. Yule: An introduction to the theory of statistics. $. 98, London 1932. 

s) H. Gebelein: Zahl und Wirklichkeit. S. 59—60. Leipzig 1943. 

°) Vgl. E. J. Gumbel: Das Zufallsgesetz des Sterbens. Leipzig 1932. £ 

2) H.. BIUNS: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmaßlehre. Leipzig 1906. 


wird. Ist das nicht der Fall, ist also das folgende Ereignis vom vorhergehenden abhängig, so. 


handelt sich hier um die Verteilung von 80671 Diphtherie-Sterbefällen nach dem Alter %. Es 
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Reihe darstellen, deren Glieder durch die Gaußsche 


Ss) =, +3 Dhe—a) De 


wo h und «a aus der gegebenen Verteilung zu entnehmen sind, und ® das Integral von @ ist. 

Der Fehler, den man begeht, wenn man die Restglieder wegläßt, kann natürlich unter 
Umständen groß sein. Das Verfahren ist also das gleiche, als wenn man eine Funktion in eine 
Taylorsche Reihe entwickelt und nur das erste Glied betrachtet. Der funktionale Zusam- 
menhang von Ursache und Wirkung wird durch diese mathematische Entwicklung genau so 
wenig aufgeklärt wie etwa durch die Benutzung von Interpolationsformeln. 


b) B.de Rudder sagt (a. a. O., S.578): 

„Im Erkranken und Sterben des männlichen und weiblichen Geschlechts hatten sich beim Menschen — 
zum Teil seit Jahrzehnten bekannt — eigenartige konstante Unterschiede ergeben, die zur Aufstellung be- 
stimmter Regeln geführt hatten. V. Pfaundler konnte diese selbst bis in quantitative V: ableiten 
aus der Annahme einer binomialen Verteilung solcher allgemeiner Lebensleistungen vom Typus der „‚Krank- 
heitsabwehr‘‘ und der Annahme, daß die für jedes der beiden Geschlechter geltenden G a u ß schen Verteilungs- 
kurven um ein weniges gegeneinander verschoben sind.‘ f 

Hier muß man daran erinnern, daß es bereits Sterbeformeln gibt, die mit beliebiger An- 
näherung die Beobachtungen wiedergeben und außerdem physiologisch durchaus plausible, 
nachprüfbare Vorgänge darstellen. Es handelt sich um das in der Lebensversicherung in der 
Sterblichkeitsstatistik seit langem bekannte und benutzte Gompertz-Makehamsche 
Gesetz, wonach 

dl, 
RN TRTE 


—=A-4B-e, 


woraus sich 
I, = k: st. ge” 
ergibt als Anzahl der Lebenden im Alter «. 


c) In der Physik treten natürlich ganz ähnliche Abhängigkeiten auf. So stimmt Bild3 
der oben zitierten Abhandlung von de Rudder genau überein mit der Kennlinie der Elek- 
tronenröhren 8). Auch dort könnte man die Charakteristik in der Form eines Gaußchen Inte- 
grals darstellen. Die genaue Untersuchung der Zusammenhänge ergibt aberdas Langmuir- 
Schottkysche Raumladungsgesetz 

y=k:a®2.d. 
Ganz ähnlich verhält essich mit der vondeRudder für periodische Vorgänge herangezogenen 
Funktion 
yes A 


die sich sehr leicht in eine Potenzreihe und diese wieder in eine Fouriersche Reihe ent- 
wickeln läßt. Über die wahre Struktur der Naturvorgänge wird damit nichts ausgesagt. Wenn 
de R ud der schließlich feststellt, daß beim Gau ßschen Integral Parameter anzubringen 
seien, die je nach Rasse, Geschlecht, geographischer Zone usw. wechseln, und daß sich diese 
Parameter wieder binomial über die einzelnen Individuen einer Population verteilen (S. 583 
links unten), so könnte daran unter Umständen ganz allgemein gezeigt werden, daß sich beliebige 
Verteilungsfunktionen wieder durch andere Reihenfunktionen vom Charakter der Gau ßschen 
Integrale darstellen lassen. .Da demnach die Verteilung beliebige Formen annehmen kann, ist 
über sie im Grunde überhaupt nichts ausgesagt. Die Resistenz kann eine Funktion von anderen 
Faktoren sein, ja sie wird es sogar meistens sein. Streuen aber diese Faktoren, ihren Einzel- 
werten nach betrachtet, in Normalverteilung, so tut dies die komplexe Lebensleistung der Resi- 
stenz nicht ohne weiteres. 
Ist die Resistenzfähigkeit & und sind die Faktoren 2, so ist 
2=F (2,2,:.,.,%) 


und die Häufigkeitsverteilung der Resistenzfähigkeit wird 
Ye) = Verla). 


Sind die Häufigkeitsverteilungen der Faktoren V; (2,), so sieht man sofort ein, daß V (x) im 
allgemeinen nicht die Form der V; (z;) annimmt. Nur wenn & durch die Summe der 2 gegeben ist, 


®) Grimsehl-Tomascheck: Lehrbuch der Physik. 2. Bd., 8.509 bis 512. Leipzig 1942. 


Funktion bzw. deren Ableitungen 
gegeben sind. Hat man daher irgendeine Summenverteilung vor sich und beschränkt man ES 
‚sich auf das erste Glied, so ergibt sich we 


5 
4 
” 
j 
& 


die Gaußsche Verteilung. 


sich bei beliebigen Häufigkeitsverteilungen der Faktoren znach dem sogenannten ersten 


- Fundamentalsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wenn n gegen oo geht, eine Annäherungan 


Die hinreichenden Bedingungen dafür, daß eine beliebige Summe von Vertei- % 


& lungen sich einer G au ßschen Fehlerkurve annähert, sind vonLindberg(vgl.R.v.Mises, 
 Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig 1931, S. 219) zusammengestellt. Es sind folgende: 


a) Die Summe der Streuungen muß wie n ins Unendliche wachsen. 


der Fall ist, so führt die Summenbildung aus den ersten n dieser Kollektive auf eine Verteilung 


deren unbestimmtes Integral sich mit wachsendem » dem G au ßschen Integral unbeschränkt | 


nähert. Der Unterschied zwischen der Summe der Verteilungen und dem Gau ßschen Integral 


> läßt sich mit einer verhältnismäßig einfachen Formel abschätzen. 


'W. Feller?) hat bewiesen, daß die notwendigen und hinreichenden 


- Bedingungen dafür, daß die Folge von Verteilungsfunktionen {V,(x)} als Grenzwert ®(x) mit A 


den Normierungsfaktoren s, hat, die folgenden sind: 


+0. | +% 
1. ar x-dV,(a) = 0, Pe Be TE 
3. für jedes 7>0 ER Fa nee 
lim — x©2-dV,(2)=1,.w0 »= 0, 
"y—] - j nt 
le[<n - syn. 


Diese Sätze liefern den Beweis dafür, daß zwar unter gewissen Bedingungen beliebige Ver- 


_ teilungen eine Gau ßsche Kurve bilden können, daß dies aber keineswegs immer der Fall ist. _ 


Mit der mathematischen Analyse von Kurven ist daher im Grunde genommen für 


die Natur des betreffenden Koöllektivgegenstandes nichts aus- 


gesagt. Ganz anders liegt die Sache, wenn man nicht durch rein formelle mathematische Zerle- 
gungen die Kurven aufgliedert, sondern aus physikalischen oder sonstigen Ursachen heraus das 
Gesetz formulieren kann. So hat beispielsweise v. Schelling in seiner Arbeit „Gedanken 
zum Weber-Fechnerschen Gesetz‘1°) unter Zuhilfenahme der Treffer-Theorie gezeigt, 
daß sich aus der Annahme, daß für die Zahl der innerhalb der Zeiteinheit auf die Flächeneinheit 
der entsprechenden Nervenrezeptoren auftreffenden Korpuskeln das Gaußsche Fehlergesetz 
als reines Wahrscheinlichkeitsgesetz gilt, sich die Weber-Fechner sche Empfindungs- 
größe als Wahrscheinlichkeit dafür ergibt, daß n oder weniger Korpuskeln zur Erzielung von 
k-Treffern ausreichen. Das ist natürlich -etwas wesentlich anderes, als wenn de Rudder 
lediglich mit Hilfe von mathematischen Methoden die Kurven in einzelne Bestandteile 
zerlegt. 
4. Die Merkmalstransformationen. 


Die verschiedenen Veröffentlichungen über die Großzahl-Forschung verfahren im allge- 
meinen so, daß sie auf der Merkmalsachse Transformationen vornehmen und zwar so lange, bis 


- sich Ga u ßsche Fehlerkurven oder gerade Linien ergeben haben. Hierbei wird auch sehr häufig 
eine Transformation der Ordinate verwendet. Selbstverständlich sind das solange Spielereien, 


als man sich nicht klar macht, was diese Transformationen überhaupt für den betreffenden Ge- 


genstand bedeuten. So geht man bei den Wirtschaftskurven nicht nur zur logarithmischen Dar-- 


stellung über, sondern sehr häufig wird auch der Logarithmus vom Logarithmus genommen. 
Vielfach wird auch zu den Logarithmen ein konstanter Wert hinzugezählt oder abgezogen. Es 
ist natürlich klar, daß bei wirtschaftlichen Vorgängen sehr häufig (z. B. bei der Messung der 
Steigerung der Produktion) sich im gleichen Maße eine Steigerung des Gewinnes ergibt nach 


F der Formel 


"dy=a:da, also y=a'®. 


Häufiger wird es aber sein, daß nur bei prozentualer Steigerung des Umsatzes eine 
Steigerung des Gewinnes eintritt, d.h. also, es wird die Differentialgleichung bestehen 


a'dz 


dy= oder y=0'108%, 


so daß also in diesen Fällen sich im logar ithmischen Koordinatensystem eine gerade 


Linie ergeben wird. 
EVER 


®) Über den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrec 
ı0) Abhandlungen der preußischen Akademie der Wissenschaften, 


hnung. Mathem. Zeitschr. Ba.35, 1940. 
Jahrgang 1944, mathematisch-naturwissenschaft- 


liche Klasse Nr... 


b) Die absoluten Momente 3. Grades müssen eine obere Schranke besitzen. Wenn das “ 


Bilde. 


AR werden, was denn eigentlich diese Darstellung i indem sogenannten ‚Wahrscheinlie - Nee 
bedeutet. Es handelt sich offenbar um eine recht komplizierte Transformation, die aus den fol- > 
genden Gleichungen ersichtlich ist: 


S(a) = 


2 5. Die Zerlegung von Mischkollektiven in normale Kur: En 

Ba Wie in. der Regel die Vertreter der Großzahl-Forschung die Zerlegung einer Verteilung, ee 
3 -  vondersie annehmen, daßsie aus mehreren Kollektiven besteht, vornehmen, sollaneinem 

Be _ Beispiel demonstriert werden, das in der Literatur größere Bedeutung erhalten hat!!). Es wird 

Be, 3 für gewöhnlich vermutet, daß, wenn ein Wendepunkt in der Gau ßschen Kurve oder in der 

; Summenkurve auftritt, ein Grund für die Vermutung vorliegt, daß eine Zerlegung in Gauß- 


Br sche Kurven möglich ist. Abgesehen davon, daß die Zerlegung in keiner Weise eindeutig ist, 
B\ wird niemals untersucht, ob die Buckel in den Kurven auchecht sind oder nicht. Um 
E; welche Fragen es sich hierbei handelt, zeigt das Bild 7, bei dem auf der Abszissenachse die 


Frachtratengruppen einer Rundreise eines Linienfrachtschiffes dargestellt sind und auf der 
E- Ordinatenachse im logarithmischen Maßstab die Häufigkeiten. Es handelt sich üm folgende 


Zahlenwerte: Heufgkeit . 5 
ad Due Zi we 


# 5 | 1 | 9 | 3 | 4 zn 


g Ju Jı Jır . 
imo 0 3 
20 2 2 — ; 
{ 21 6 6 == 3 
22 20 19 1 : 
23 31 26 5 
24 29 13 16 En oe Ip) 
25° 33 5 28 Frachtratengruppen 
26 36 1 35 
97 3] Em 9] Bild 7. 
28 20 _ 20 Spalte I entspricht dem Merkmalsgrenzwert 
2: 2 E 3 für die Klasse g (RM pro Tonne). Spalte 2 führt 


in jeder Klasse die Anzahl der Frachtratengruppen 


11) Vgl. A. Beckelund K, Daeves: Zur Analyse von Häufigkeitskurven bei der Großzahl-Forschung. Archiv f. 


mathem. Wirtsch.- u. Sozialforsch., Jahrg. 1940, S.1, - G. Lehmann: Mathematisch-graphische Untersuchung über die 
Rentabilitätsverhältnisse von Frachtschiffen. Berlin 1935. 
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& auf. Auf Grund dieser Angaben ist die Kurve U gezeichnet. Es wird nun in den er 4 


Arbeiten Folgendes behauptet: In dem Gesamtverlauf der Kurve U lassen sich 2 Normalkurven 


 — I und II derart einzeichnen, daß man, von den gestreckten Endstücken ausgehend, die sym- 


. metrische Ergänzung nach innen sucht. In Spalte 3 finden sich die auf diese Weise bestimmten 
Werte Jr des Anteils I, die von Spalte 2 abgezogen die Werte rr der Spalte 4 ergeben. 
Um die Frage zu prüfen, ob es sich im vorliegenden Fall wirklich um einen ‚‚echten Buckel“ 


"handelt, seien die Methoden der mathematischen Statistik benutzt, die am einfachsten in dem 


oben zitierten Buch von Gebelein dargestellt sind. 2 


- Sollich von einer statistischen Masse (Subjektmasse) mit m-Elementen auf deren T. eilmenge 


(Objektmasse) mit n-Elementen (n <m) schließen, so handelt es sich um den sogenannten 
Inklusionsschluß (Bernoullisches Theorem). Soll ich dagegen von einer statisti- 
‚schen Teilmasse mit m-Elementen auf die ihr zugrundeliegende Gesamtmasse mit n-Elementen 
(n> m) schließen, so liegt der sogenannte Repräsentationsschlußvor (Bayessches 


Theorem). Im vorliegenden Fall wird aber am besten der sogenannte Transponierungs- E 


schluß angewandt, bei dem aus der statischen Teilmasse mit m-Elementen auf eine andere 
Teilmasse mit n-Elementen aus der gleichen statistischen Gesamtmasse (n 2 m) geschlossen wird. 
Um diese letztgenannte Schlußweise durchzuführen, handelt es sich um folgendes Problem: Aus 
einer Gesamtmenge N statistischer Elemente sei eine Stichprobe mit m-Elementen entnommen, 


- darunter m,-Elemente A. Was ist auf Grund dieses Befundes zu erwarten, wenn ohne ZUR 


rücklegen der Stichprobe aufs neue der Gesamtmenge n-Elemente entnommen 
werden? Geht man von der praktisch beobachteten Verteilung aus und bezeichnet die einzelnen 
Häufigkeiten in den verschiedenen Beobachtungsklassen mit m;, so läßt sich der praktisch beob- 
"achteten Verteilungskurve eine theoretische G au ßsche Kurve zuordnen, indem man zunächst 
das arithmetische Mittel bestimmt und dann die Streuung; aus dieser bestimmt man dann die 
nach der Gaußschen Verteilung sich ergebenden Häufigkeiten für die einzelnen k-Klassen, 
die mit n; bezeichnet seien. Man hat sich dann vielfach damit begnügt, nach der sogenannten 
x2-Methode zu bestimmen, ob die Abweichung der beobachteten Kurve von der theoretisch be- 
rechneten normalen eine wesentlicheist odereineunwesentliche. Man sieht aber 


aus der Formel 
k 


k k | 

(mi — Mm)? (Im; —mpi)? m > ) 

ya Si Mo 3 II yr———9) 2.0002.0B) 
2 N; 2 m pi 2 pilm ,# 
daß diese Methode für den vorliegenden Fall offenbar unbrauchbar ist, denn erstens werden 


für kleine Wahrscheinlichkeiten die ‚Gewichte‘ S ‚ mit denen die Häufigkeitsdifferenzen 
m; 2 Re „e3 SE £ 
= — P°) multipliziert werden, sehr groß und zweitens handelt es sich hier nicht um die Kurve 
im ganzen, sondern um die Echtheit der Abweichungenan einzelnen Stellen der 
Kurve. Esist daher praktisch, die Methode anzuwenden, die Gebeleininseinem Buch auf 
Seite 304 empfiehlt. Nur scheint es mir richtiger zu sein, nicht von der normalen Formel für die 
Streuung, sondern von den Mutungsgrenzen auszugehen. Gebelein hat folgende 
Methode angewandt: Sind ö die einzelnen Klassen auf der Abszissenachse und m; die Anzahl der 


auf die Klassen entfallenden beobachteten absoluten Häufigkeiten, so ergibt sich die Wahr-. 


scheinlichkeit für das Vorkommen des Merkmals ö in der zweiten Stichprobe (der theoretischen 
Gaußschen Kurve) m; 1 Ey 
= — - 9)» 


| au: 
wenn k die Anzahl der Klassen ist. Ferner wird die Streuung s; bestimmt und dann die Häufig- 


keit für die 2. Stichprobe = aus der zugeordneten G au ßschen Kurve (der n-Menge). Bestimmt 


_ man dann den Unterschied - — p; und vergleicht diesen Unterschied mit s;, so hat man ein Maß 


dafür, ob die Abweichung echt oder unecht ist. Das von Gebelein aufgestellte Kriterium: 
“ ‚‚Man wird einen Sachverhalt dann als normal betrachten, wenn bei etwa */; der Beobachtungs- 
zahlen das Ergebnis innerhalb der s-Grenze liegt und in keinem Fall die 3 s- Grenze angenähert 
oder gar überschritten wird“, wird man als richtig anerkennen können. 

Am besten eignet sich aber zur Untersuchung m. E. folgende Methode: Nehme ich als Ob - 
jekt des Vergleichs die theoretisch berechnete Verteilung an, die ich in diesem Fall 
also mit m; bezeichnen muß, so ist das Subjekt des Vergleichs durch die praktisch gegebene Ver- 
teilung bestimmt, deren Werte mit n; bezeichnet werden. Es ergeben sich dann aus der Gleichung: 


1 
BT m k 
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ie Häufigkei  diech 1 dann das y? und stellt fest, inwieweit 

die Häufigkeiten für die einzelnen Gruppen. Man berechnet dann da | Si BE; 

die theoretische Kurve von der praktischen abweicht. Diese Berechnung ergibt aber era Ei 
haltspunkt darüber, ob essich im ganzen um eine anormale Kurve BENICER deln kann re ve 0 
Im einzelnen sind für jedes folgende Untersuchungen zu machen: Man bestimmt für jedes 


Ni. j en 
fi die Mutungsgrenzen und stellt fest, ob = innerhalb dieser Grenzen liegt oder nicht. 


Die Formel für die Mutungsgrenzen wird besonders einfach, da m = n ist. Es ergibt sich für 


die Mutungsgrenzen folgende Formel, wo f das Vielfache der Streuung ist, mit dem gerechnet 
werden soll. - 


2 
AN TAN LER 
wo mit 9, und p, die obere und die untere Mutungsgrenze bezeichnet ist. 
Für f=1 und große n ergibt sich folgende einfache Formel: 


1 V 1 ; . 
mut lnp+s + 2np(1—p) I Be. (11), 


die man unter Weglassung von p? noch in folgende zur ersten Überprüfung leicht benutzbare 


Form bringen kann: 


P,=P+5,.+3 re Pr (12). 


Prüft man mit diesem Schema das vorliegende Beispiel durch, so ergibt sich folgendes Resultat: 

Es wird .9, = 2, = 24,6 und o = 2,18. Daraus ergibt sich die theoretische G a u ß -Kurve. 

Es wird y= Dank — 8,84 und F (x?) = 0,28 oder P = 0,72, d.h. daß die durchschnitt- 
m 


liche Abweichung x? von den sich aus der Subjektmasse (m) ergebenden Werten in 72%, bei be- 
liebigen Stichproben größer ausfällt als bei der gerade vorliegenden Verteilung (rn). 
Im einzelnen wird: 


Mutungsgrenzen 
. je tel i=3 
! m Pi N obere Grenze | untere Grenze | obere Grenze | untere Grenze 
Do Pu | Ds Pu 
1 1 0,009 — — —_ m — 
2 3 0,018 0,009 0,032 0,007 0,080 2 
3 7 0,036 0,027 0,055 0,020 0,112 — 
4 15 0,072 0,090 0,097 0,048 0,176 0,015 
5 26 0,116 0,141 0,146 0,085 “+ 0,226 0,041 
6 35 0,154 0,132 0,187 0,118 0,279 0,062 
Hl 40 0,176 0,150 0,210 0,138 0,322 0,082 
8 37 0,163 0,164 0,196 0,126 0,286 0,073 
9 27 0,120 0,141 0,150 0,089 0,231 0,043 
10 17 0,077 0,090 0,101 0,052 0,173 FOOT 
11 8 0,039 0,036 0,059 0,022 0,117 _ 
12 8 0,018 0,018 0,032 0,007 0,080 -- 
13 1 0,009 _ Er ER er 4 
we N Das Resultat ist in Bild 8 dargestellt. Man sieht, wie. die 
a praktisch gegebene Kurve (n, gegeben durch die ausgezeich- 
0 \ 


nete Kurve) vollkommen innerhalb der durch die kleinen Kreuze be- 
zeichneten pr-Kurve — erweitert dureh die Mutungs- 
zone — liegt, und zwar ist die Zeichnung lediglich für f = 1 auf- 
gestellt. Es ist also gerechnet mit einer Wahrscheinlichkeit von 32%, 
(beif=3 : 0,3%). Mansieht, daßin keinemeinzigenFall 
der Buckel als echt bezeichnet werden kann. 
Ganz Ähnliches gilt in den meisten Fällen, in denen bisher in der 
Praxis ein Grund hergeleitet wurde, die Zerlegung vorzunehmen. Man 
kanndaher nicht genug warnen, ohne die Her- 
stellung der Mutungszone, die die theoreti- 
schen Werte umspannt, zu schließen, daß die 
praktisch beobachtete Kurve außerhalb des 
ss r0 HG GR Rahmens der zufälligen Abweichungen liegt. 


Bild 8. Eingegangen: Januar 48, 


ler-n»+5 + [any m +L—r - - - 0, 


wobei der Exponent die Gestalt 


r? 


ber die Verteilungsdichte der Meß- oder 
0. eines dreidimensionalen Punktraumes. 


A u SER? Von K. Stange in Bad Sachsa. > 
. die Fehlerdichte p einer räumlichen Verteilung von Meßpunkten X (U.), Y (U), Z(U.) mit Hilfe einer 
_ orthogonalen Transformation in Abhängigkeit vom Streuungstensor T berechnet und gezeigt, daß das Tensor- 
ellipsoid dem. „‚Ellipsoid der Genauigkeitsmaße‘‘ ähnlich ist. 2 


‚Supposing that each of the single causes is varying according to the G a u s s law the density of errors of | 


a Ihreedimensional distribution of measuring points X (U.), Y(U.), Z(U ) is computed by aid of an 


 orthogona itramsformation as it is dependent on the tensor of variation, and it is demonstrated that the tn- 


sorial ellipsoid is similar to the ““ellipsoid of the measures of accuracy”. oe 
; En supposant la variation des causes individuelles U. selon la loi de Gauss, on caleule la densite des 


erreurs d’une repartition spaciale des points de mesure X (Us), Y (Us), Z(U.) a Varde d’une transformation 
orthogonale en dependance d’un tenseur de variqtion. De plus, on monire que lellipsoide tensoriel est sem- 


blable & «l’ellipsoide des mesures d’exactitude ». 


Hexona u3 HPeAnoNoKeHnd, YTO OTKIIOHEHHN HESABUCHMBIX IPHYUH U. HORNYUHCHbI 3AKOHY 
Taycca, BEryucHaerca NPM TLOMCIM OPTOTOHAJIBHOTO npeo6pa3oBAHHA INIOTHOCTB OIIHÖOKH 
PTPexMepHOTO pacnpenerteHun TOYeK usmepenna X (Uo), Y(U,), ZU.) B 3aBUCHMOCTH OT TEH30PA 


OTkıoHenna T. Hpm 9ToM NOKAsHBAeTcAH, YTO BNNHNCONN TEeH3S0Pa OTKIIOHEHUA nonodeH 


„OIINIUICOHNY MepEl TOYHOCTN‘. j < 


r Einführung. Einer räumlichen aus N Meßpunkten R,(X,; Y,;Z,) berechneten Streuung 
(z. B.einer unter gleichen Verhältnissen N-mal nacheinander vorgenommenen Ortung im Raume) 
kann ein Tensor 


[Dr Pxy Mxz 
T=! ya: My Met BE RE 
| (den May Mi 
zugeordnet werden. Die drei (stets positiven) Diagonalkomponenten !) 
1 1 1 i 
Re ie 2 Fe 2 
Beim Mey Mei 


_ dieses Tensors sind die Quadrate der in den Achsenrichtungen beobachteten mittleren Ab- 


weichungen u. Die sechs übrigen Glieder 


1: 
By 2, = My, USW. Te (a), 
v 


die.paarweise miteinander übereinstimmen, sind die zwischen den drei Achsenstreuungen be- 
stehenden ‚„‚Koppelmaße‘. tr, (&,; 4,5; 2,) ist der Unterschied zwischen dem Ergebnis R, (X; 
Y,; Z,) des Einzelversuchs und dem Mittelwert R (X; Y;Z) der ganzen Meßreihe. Das Achsen- 
kreuz der &, y, z ist keiner Einschränkung unterworfen. Zi 
Das Gesetz, nach dem sich die Fehler r, um den Mittelwert R verteilen, pflegt man nach 
dem Vorbild von Gauß aus der „‚Hypothese des arithmetischen Mittels‘ herzuleiten ?). Man 
findet dann als räumliche Fehlerdichte für die Abweichungen r 
(2; y; 2) =e tr RER ABER ER. AR 


Exp — 04,2? +0, %’ + 0522 +20, 2Y +20 Yy2 + 2020 aa - > (22) 


hat. Da die übliche Herleitung den Zusammenhang zwischen den Faktoren a;, des Expo- 
nenten und den Komponenten 14, Hay, . . des Streuungstensors nicht erkennen läßt, so soll 


-im folgenden ein anderer Weg zur Berechnung von gezeigt werden, wobei im Endergebnis 


die Fehlerdichte p unmittelbar als Funktion des Streuungstensors T erscheint. 


2. Einführung dimensionsloser Größen. Die drei Koordinaten X, Y, Z des Meßpunktes 
P seien Funktionen von R unabhängigen Veränderlichen U, U,... U... Ur 


ZERO SUN Ve Ye... Un) Be Zn: 2.0) (a 


Wir setzen zunächst voraus, daß RS 3 ist, werden uns jedoch von dieser Einschränkung 
später freimachen. (Vergl. Abschn. 8). Von den Veränderlichen U, nehmen wir an, daß sie 


: N 
1) Ywirdzur Abkürzung für 3 geschrieben, was auch für alle später vorkommenden Summen, die sich über1<y<N 
v=1 


v 
erstrecken, gilt. . E 
2):J. Kozak, Grundprobleme der Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. 2. Bd. Teil2, 


8.469. Wien und Leipzig 1910. 


Beobachtungsfehler 


Unter der Voraussetzung, daß jede der Einzelursachen U. nach einem G a u ß schen Gesetze sireut, wird 


Br. 
u 
u 


EN 3 a Br h 
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l 


bei einer Meßreihe aus N Versuchen um einen Mittelwert U, herum mit der mittleren Ab- 
weichung 4, streuen. Es ist 


Bei kleinen Änderungen folgt aus (3) = 
2E\ jun y=-Ar= DIR) 10; 2-2 DI um 
2= 4X = D(o7),40% v-ar= I „AU; = 42= I (gu), 40.99 
e 


Diese drei Gleichungen schreiben wir in dimensionsloser Form. Zunächst führen wir an 
Stelle der dimensionsbehafteten Fehler x, y,z und AU, die dimensionslosen Abweichungen 


U 
Ba ei a und Erg» ;o=1;...R, u RER (6) 
Hy My Hz Ha 
ein. Wir messen also sämtliche Fehler, indem wir die zugeordnete mittlere Abweichung 4 als 
Einheit benutzen. Außerdem selzen wir füro=1;...R 
0X oY 07 
ae N = = BB. a Du 7 
= hen (auJ)ar" B; Kar @ (7) 


und nennen die Werte A, B, und C, die „‚Einflußgrößen‘‘ für die Veränderlichen z, y und 2. 
Die Einflußgrößen sind gleich dem Produkt aus der partiellen Ableitung (0/2U,)? an der Stelle 
P und der mittleren Abweichung u, der Veränderlichen, nach welcher differenziert wurde. 
Sie transformieren sich bei einem Wechsel des Achsenkreuzes wie die ihnen zugeordneten Ko- 
ordinaten. Italo = A, 2 +%,y-+%2 so gilt A, = 4,4, +4, B, +4, C, usw. Mit ihrer 


Hilfe lassen sich die Tensorkomponenten u, ... in einfacher Weise ausdrücken: ®) 
m=LA; Uy=&Ar Be Un 4,06; 
e [4 
iy= 2 Be; Ay = ZBe0e; aeg etlr 
e 
M=L0 
ge 


Wegen des ähnlichen Aufbaus genügt es, eine dieser sechs Gleichungen zu beweisen. Z.B. 
wird aus (1,), (5) und (7) 
DS (24, Un‘; B, Un) pe: (24. ug Bo us) = 34, Brunn 
v v\e [2 v \e;e gie’ v 


Da die Streuungen u, voneinander unabhängig sind, so gilt für die zwischen ihnen be- 
stehenden Koppelmaße £ 


Zu = also ee a re 
Damit vereinfacht sich Nu, , aber zur Summe 
Nun, = 234, B.23 un: 
Nun ist wegen (4) und (6) i : 
Zun=N, N N RT FE EL ET 
also u,,=& 4, PB, was in (8) behauptet wurde. 


o 
Führen wir schließlich an Stelle der Einflußgrößen Ay Bo, C, „normierte dimensionslose 
Einflußzahlen‘“ 


a Ft ie b BB ERNEST = 0% Be 10 
2 R Eon 8 RR ? "BL a (103) 
V: A: Re V> 6} 
er N oe=1 vl e=1 
ein, wobei 
Ss =l 3 = 17T Dat .(10,) 
Q ME e 
ist, so wird aus (5) die dimensionslose Form 
= au: nmibu: Ze Do 
e e Q 


R 
») & steht für %. Das gilt auch für alle später auftretenden Summen, die sich über 1 <o <R erstrecken. 


E e=1 
‘) Die Gleichungen (8) enthalten zugleich das ‚„‚Überlagerungsgesetz‘‘ für Streuungen. Erzeugt die ‚Ursache‘ U, die 


Einzelstreuung 7 eim x, y,%-A chsenkreuz, so ist der Tensor T der Gesamtstreuung gleich der Summe der einzelnen Ten- 
Sören Ti, Zu Zaun 
s e 


Wegen 10) Ber sich die Einfiußzahlen ee, br €, als Könsoneet dr Finheits- 3 
- vektoren a, b, ce im ü,-Raume auffassen. Diese Vektoren geben wegen (11,) bei festen Werten 


a2 Be ken; Lie: I *; C*) die ‚ „Lotrichtungen“ vom Ursprung auf die drei „Ebenen“ im u, Ri: 
RER aume ’ re Koe % 2 f \ 5 
BR Er ee ne I; &=tu)—*=0 (it) 
Ber 6 Diei inneren n.Produkte der drei Einheitsvektoren a,;b,c lassen sich nach (8) und a0, durch re 
er die Tensorkomponenten ausdrücken: : H & a 
Br; (a) = Be, 6)=4A- ar een FED 
En ® > AR May ‚ Kyle late 2. Be 
= at ef Des Integral für die Wahrscheinlichkeit des Meßfehlers (En; 2). ? = i 
re _ Damit ein Fehler. &, zwischen &* und (£* +d£) entsteht, muß die ihn verursachende 
Sa ee enetelihing (Up; %yy5...Ur,) bzw. der Endpunkt des ihr zugeordneten Vektors 
2 im «,-Raum der „unendlich dünnen Scheibe“ 8; zwischen den Pan Ebenen“ (11) 
et und. n FE 
RR &ıa = (au) — (er +9 =0 BENEICHE, ee ee (LS 
„angehören. e i 


Damit die Aweichbne N zwischen n* und (n* +dn) Zuständekommi, muß u 2 pp) 
in der „Scheibe“ S,, zwischen den „parallelen Ebenen“ €, = 0 und - : 


&, 4 =bu) (m +Hdn)=ONn. ES Re RR Eee 
liegen. Schließlich muß (4,5... ur,) der ne zwischen &=0O und | Me = 
ee a (13,) Br 


: angehören, wenn £* <&,<&* +d{£ sein soll. 
Um die Wahrscheinlichkeit op für den Meßfehler t berechnen zu können, müssen wir eine . Ba 
Annahme über die Art p, der U,-Streuung machen. Wir setzen für alle unabhängigen err- 
änderlichen U, die Gültigkeit des Ga ußschen Fehlergesetzes voraus und schreiben es gleich a 
in der für die. u, gültigen dimensionslosen Form - 


dW, 1 1 : ER : 
9%. = du, Var exp =5 ) WERT BEE TEE EN (14,). er Br 


Dann ist die Wahrscheinlichkeit dW,, für das Auftreten des Einzelfehlers u,, gleich @,, d u, 
Da die Streuungen der «, voneinander eg sind, so wird die Wahrscheinlichkeit dW, 


‚für die Entstehung des Vektors uU, (%y5...%r,) gleich dem Produkt der Einzelwahrschein- 7 i Er 
lichkeiten, also j > 


4 
| 5 1: a 
dW,= rer le TR m we N Bere ee Re (14,); | 2 


ee Wahrscheinlichkeit dW für die Entstehung von (&; 7; &) zwischen den oben angegebenen 
‚. Grenzen wird schließlich ? 2 


a dW = an fl „Jels Ii)zan. eh an) 


wobei die Integration über das Gebiet ri zu erstrecken ist, Gehe den oben nen drei 
„Scheiben‘ $;, 8, und $; gemeinsam angehört. Das letzte Integral ist nun so umzugestalten, 
daß die Integration über @ ausführbar wird. Das wird mit Hilfe einer geeignet gewählten ortho- 
gonalen Transformation der Veränderlichen x, gelingen. Aus der letzten Gleichung folgt näm- 
lich, daß die Flächen konstanter Wehrschemlichkeit im Raume der dimensionslosen Veränder- 
lichen Bez „‚Kugelflächen“ 

z 2 we - const EEE 21 (14,), 
vera Die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten des Vektors u, hängt also nur von seinem 


Betrage Y&«,;,> aber nicht von seiner Richtung im u,-Raume ab. Diese Eigenschaft wird 
e 
sich nachher als grundlegend für die weitere Rechnung herausstellen. 


4. Die orthogonale Transformation der Abweichungen u,. 
Die Veränderlichen «, werden durch die orthogonale Substitution 


A 2 Oro Diet U; = & N (15) 


auf die neuen Veränderlichen ®; ige Die na: (11,) gehen dann über in 


Er 2 q e (Süro v,) = 2a &ro % — = (8 N) U; 


oder wenn wir mit 


En 
5 w 


N E 
LE Be RT 
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er, = & (O5 pas.» « rn) le a a A a ST | ie ? = 0) 5 7a 
einen Einheitsvektor in Richtung: der v,-Achse bezeichnen, Be. 
| &:= Ye), -r=0 - nen He 

” n 


Entsprechend wird ei 
KR =: (ern und &= rl), - Petr ER 
ir, r 


| fü wir so über die Faktoren &,, der Transformation, daß gilt ER 
Jetzt verfügen so ö | a & 
(ae)= 2000 fürs =; Bud BZ .„R—1l 
e ER 
beenden 3, Arc B—2 2 
@ . j r 
e)= 3% =0 cl  — Aw NER; R—3 


Daß es für R > 3 stets möglich ist, die Faktoren %,, in der genannten Weise zu bestim- 
men, beweisen: wir erst im nächsten Abschnitt, nehmen aber das Ergebnis hier schon voraus, 
um den Gedankengang "nicht zu unterbrechen. Dann wird aus (17,) und (17,) 

&; = (ae,)v, #=0 ER $ 
E, = (b eı) U, -H (b €5) LP u #* = ee (19). 
&=(ce,)vı +(ee)v%, + (e8,) u — = 

Durch die Umrechnung äuf die neuen Veränderlichen », haben wir erreicht, daß das ‚‚Lot“ 
&* vom Ursprung auf die „Ebene“ €; mit der v,-Achse zusammenfällt. Da diese „‚Lotrichtung‘“ 
aber nach (11,) durch den Einheitsvektor a gegeben war, so ist 


Eu "EU o Zu 


a Be re HE a ee 
Das ‚Lot‘ 7* liegt in der durch e, und e, gebildeten ‚‚Ebene‘‘ des v,-Raumes, 
| b= (be,)eı H(besiea - -..2050, EA  " (20;), 
und £* gehört dem durch e,, e,, e; bestimmten dreidimensionalen Teilraum an, 
= feet FESTE RT Te re . (203) 


während alle übrigen Komponenten von a, b und c im v‚,-Raume verschwinden. Bevor wir das 
System (19) weiter behandeln, holen wir erst den oben schuldig gebliebenen Beweis für die 


. Möglichkeit .der orthogonalen Transformation (15) und (18) nach. 


5. Der Existenzbeweis für die,orthogonale Transformation (15) mit der Nebenbedingung (18). 

Die Zahl der Faktoren a,, der Transformation (15) ist R?. Die Anzahl der Orthogonalitäts- 
bedingungen, die zwischen den «a,, bestehen müssen, istyR (R +1). Durch (18) werden den 
&%,, noch insgesamt 3 (R — 2) neue Bedingungen auferlegt. Der Unterschied ‘U zwischen der 
Zahl der Unbekannten und der Zahl der verfügbaren Gleichungen wird demnach 


U RS R(R+1)—3(R— 2 (RR —4). 

Für R=3und R= 4sind die Faktoren &,, der Transformation also eindeutig bestimmt. Für 
R>5 bleiben einige willkürlich wählbar, da die Zahl der verfügbaren Gleichungen kleiner als 
die Zahl der Unbekannten ist. Die Existenz der Transformation (15) mit den Nebenbedingungen 
(18) ist also gesichert, wenn wir noch zeigen, daß zwischen den Orthogonalitätsbedingungen und 
den Beziehungen (18) kein Widerspruch besteht, daß sie voneinander unabhängig sind und daß 
sich das Gesamtsystem widerspruchsfrei auflösen läßt. Zur Vereinfachung der Schreibweise be- 
schränken wir uns aufden Fall®=5. Dann sind die obengenannten Sonderfälle R=3und R=4 
ohne Mühe ableitbar und man übersieht auch. leicht die Verallgemeinerung für beliebiges R. 

Indem wir die für R= 5 verfügbaren 15 Orthogonalitätsbedingungen passend verteilen 
gewinnen wir die folgenden 5 Systeme von Gleichungen: 


So = 0 u 


> pp de — 0 | 
5 Orthogonalitätsbedingungen . . . ... . ER %&.,=0 (I) 
zung . 


I de N) 
h >} et 
* @ 


es Orthogonalitätsbedingungen EL 


” 


| = = $ RES aus (18) für r—4 RS x 


2 Orthogonalitätsbedingungen 5 - 


Be Se Aus Mrs. re. 
Er he (V) 


Er > 1 Orthogonalitätsbedingung . ET. ma (2 | | 


en 3>In den Systemen (I) bis (V) kommen Be 15 Orthogonalitätsbedingungen vor und zwar, 
wie man sich leicht überzeugt, jede genau einmal. Außerdem sind die nach (18) geforderten 
9 Beziehungen darin enthalten. Man übersieht nun leicht, daß das Gesamtsystem widerspruchs- 
frei lösbar ist. Wir schreiben etwa für die 5 Faktoren &,1, -. . %, noch zusätzlich eine lineare 
“homogene Bedingung vor, die natürlich nicht mit den vorhandenen Gleichungen im Wider- 
spruch stehen darf; nehmen sie zum Teilsystem (V) hinzu und lösen nach den Unbekannten ,, 
auf. Dann setzen wir die nunmehr bekannten a,, in das Teilsystem (IV) ein und berechnen 
‘ daraus die Unbekannten a1, &9, . . - &as. In dieser Weise fahren wir fort und finden der Reihe A 
nach aus (III) die a,,, aus (II) die &,,, und aus (I) die «,,. Damit sind schließlich sämtliche _ Ye 
Faktoren der Transformation bestimmt. Die einfacheren Fälle R=4und R=3 sind an Hand 
des Systems leicht zu übersehen, indem man die überschüssigen Gleichungen einfach streicht. 
Wird R>5, so darf man zwischen den a,, noch mehr als eine Beziehung vorschreiben. Es gibt i Be 
dann nicht mehr nur eine orthogonale Transformation (wie im Falle R= 3 und R = 4), sondern 2 De 
unendlich viele, welche den Bedingungen (18) genügen. In jedem Falle ist aber für R >3 die 
Existenz-wenigstens einer Transformation (15) gesichert, welche die zusätzlichen Gleichungen 
(18) erfüllt. 


6. Die Lösung des Gleichungssystems (19). 
Wir berechnen zunächst die als Faktoren in (19) auftretenden inneren Produkte (a e,), 
(be,),... Mit (20,) und (12) wird der Reihe nach s 


: Bee ne 2L,); 
Aus (20,) oder (be,)? + (be,)? = 1 folgt 
Ta EI I a N: 


Weiter ist das innere Produkt (bc) im v,- bzw. «,-Raum gemäß (20,,,) und (12) 
(be,) (ce,) + (b 6) (ee,)= A, 


also u 
eo 


en 
ze 


an ri a 
| a ; mit d=1—(. 


N die im uk 
Einheitsvektoren Re ET 
Ei Fe 

Yen BE | A 
Ya Tan = 40 ne Iwan sam R 


vollständig bestimmt sind. Die reeveag 


’ Veränderlichen v,„t# .«dr we 
Br. keiner Einschränkung und nee h 
> reich von — ®... + oo ganz beliebig ge- 


wählt werden. ee 


?. Berechnung des Integrals (14,) für 
die Verteilungsdichte p. 

Das den drei „Scheiben“ 8 S; 8, und 
S; gemeinsame Gebiet @ im me er- 
streckt sich’ demnach hinsichtlich der 
neuen Veränderlichen ®, für v,, 2.,....% 
von —o bis +. Hinsichtlich der 
‚„Veränderlichen““ e,, t, und e, wird es nach 
Bild 1 ein kleines Parallelepiped dP, wel- 
ches nach (11,) bzw. (19) von den Ebenen- 
paaren (E:; Erra9), (Er; Er) und (E; 
E&; a) des dreidimensionalen Teilraumes 
begrenzt wird. Bezeichnen wir seine Kan- 
ten mit-dQN, dB, dE, so wird sein Raum- 
Bu23 inhalt 


[be]dE [ca]dn  [abjal 
albe] Bica] c[ab) 


ddnal 


AP = dAAB IC = a 


=[abJ[be][ca] 


a? (ab) (ac) 

(ba) b? (be) 

(ca) (ch) e* | - 

ist, so kommt mit (12) und (21,) schließlich = 


dP= — dednde ne (23). $: 


2 Kr, Dad 2 


Da nun [ab][b e] [ea] = (abe)? = 


Da die Transformation (15) orthogonal ist, so gilt für die Quadrate der Abstände im Ur 
bzw. v,-Raum Su; = Nr} und für die Raumelemente dd ITdu. Man erhält also aus 


(14,) zunächst Q a F 
an - IN... (35.2 )mar, en (24,), 
oder mit (22) und (23) { PR 
dW = a ++) ap fe dvs... f Fr FREE: 


we, Me 


P 


m sg Zum Bram ta @ er i & 
ee er a al AnE+2 (0A B) zEl 


ar ee ne Tag 
IE ya Hy Pyz ES SE 
£ = m Ay 2)? Burke u: (Hz 2) 


5 A aheien Jäßt. : en: 

Gehen wir mit Hilfe de Beziehungen (12) und (6) wieder auf die astetichen Ver- Al 

j  _änderlichen 2. Y 2 zurück, | so ee wir als Kerelunpesichte £ der Meßfehler T 5 Y; 2 den es 

= Er RE TE Re Be 
a , Asp BES, en ee N ” . (25,), N E 


en = = wi > > ern | 


Be Be 2 ee 2 Be 
9 Bein 2. ER un u — 2 za 7 (nz ua — 2) y E ur a ui) a ee EST 
Ko ‚+2 (Haztiye a u) 7 y+2 (ya Max: Bir 7) Yat 2 (ty Bar — Hs Hy) 2%) 


hat und D, die Determinante des Streuungstensors T ist. Damit ist die eingangs gestellte Auf- 
ze die Fehlerdichte [0 als Frnktinn des SEDUnESTenERTE T zu berechnen, gelöst. j 


/ 


= Je = a =; NEE Sonderfälle. 
Fr en man die u ftablisen 2,9", 2”. der Streuung zugrunde, für welche‘ die drei Koppel- 
ee > maße ln Mia verschwinden, so ee sich D, zu 

a? Byla)® RE RE N de RE A2BE): 
BE Die Beziehung &) führt in dem Falle ee Einführung der Genauigkeitsmaße 
Sr OH ; > 1 Be 1. 
2 r ER » . 4 h h nn I , re ee (0 


Per Yy z 
Si rear Em. 
: auf die Be, es haRe 2 : 


ze IBAN“ 
ler. | 
Die Gegenüberstellung von (25,,) und (26,) zeigt noch einmal den großen praktischen Wert 
des Hauptachsenkreuzes. | ö 
©. „Zum ebenen Sonderfall zweier Veränderlicher x und y gelangen wir, wenn wir in (251,2) 
- sämtliche Koppelmaße mit-dem Index z verschwinden lassen. Dann fällt eine Achse des Wahr- 
‚scheinlichkeitsellipsoids Ep mit der z-Achse zusammen und es ist D,— u; D,. Integrieren wir 
= schließlich noch über z von — o bis =E ©, so kommt 


mit Exp’=hza')? +hyy)® Hk @)® 2. . (26,). 


; 1 1 ie « 
B2: (8; Y — ——e£& LE ER N ae SH WE TI (27 . ze 
. mit N = 2” yYD, o 7 
2 DERT 7 x 
Exp = (u, — 2uyy xy + ur y?) und D, = #2 Hay 197). = 
p) 55; u, Hxv ur Y°) 2 un br >) - 


Beschränkt man sich von vornherein auf das ebene Problem und wählt insbesondere die 

Zahl R der unabhängigen Veränderlichen U, gleich 3, dann lassen sich alle Rechenschritte der 

-vorausgehenden Abschnitte anschaulich in einem radimersiohalen Raume deuten, was jedoch 
hier nicht weiter ausgeführt werden soll. 

. Im udn iniden Falle läßt sich die hier gegebene Darstellung ganz erheblich ver- 

16 


BETEN RE LETTER NIEREN, 
ü Te Baier EEE 
£ R 2 ’ er el 


2 £ Pal 
- Wis 
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einfachen und liefert dann einen anderen Beweis 5) für die Tatsache, 

tion X (U,;... U) der Beziehung | 

| he FE Re 
TE 


nn 


ehorchen, wenn alle U, nach einem Gau ßschen Gesetz streuen. 5 
e Es bleibt noch etwas über die ausgearteten Fälle R in; 1 und R=2 zu sagen. Im Falle 
‚ R=1 streuen die Meßpunkte längs der Tangente T, an die Raumkurve 
Z=X(0), Y=Y(V), Z=Z(ÜW)...- 2 0.. > (29) 


im Punkt P. Wählt man diese Tangente als neue &-Achse, so ist für die Verteilung der Fehler 
= =0, d.h..es gilt (28). 
Se gb ran er ara in der Tangentialebene &,, der Fläche 
: X=X(U,;0,), Y=Y(U,;Dd,, Z=Z1(0,;0,) SE TERN 
mit dem Berührungspunkt P. Die Ebene €,, wird von den beiden Tangenten &, und T, auf- 
gespannt, welche den Veränderlichen U, und U, zugeordnet sind. Die Lotrichtung n vom Ur- 
sprung auf €,, findet man aus (n t,) = 0 und (nt,) = 0, wobei t, und t, die den Tangenten 7, 
und T, zugeordneten Einheitsvektoren sind. Zweckmäßig wählt man”€,, als neue z, y-Ebene. 
Dann ist 2 =0 und es gilt (27,,). Damit sind auch die ausgearteten Fälle R=1und R=2 
erledigt. R 
9. Das Genauigkeitsellipsoid. 
Besonders übersichtlich läßt sich der Zusammenhang zwischen Fehlerdichte @ und Streu- 
ungstensor 7 darstellen, wenn man den. zu 7 gehörigen Kotensor : 


- 
k 
: 
{ 
x 
} 
i 


ME Myy Myz 
kT=!m,, My My; ER NIE EU Dr (31,) 
My M;y m; | 
einführt, dessen Komponenten die Unterdeterminanten ®) 
: j.72 a 
N ‚My Myz ee Kyz Uyz ee hs Pu Je en (31,) 
E Hay Mi es == rt Hz Hzy a 


i * 
1 er D, {tko Tr) ; (32) 
(Y2x) YD, 
Die Ellipsoide Ey gleicher Meßwährscheinlich- 
keit dW oder konstanter Fehlerdichte @ sind 
also C&yp=rko Tr—-42 D, —= 0. Andererseits?) 
ist aber : & =(tke T)—#®D,=0 die 
der Streuung 7 zugeordnete Schar der Fehler- 
ellipsoide &y, so daß wir (32) auch in der 
Form aussprechen können: Bei Gültigkeit 
des Gaußschen Gesetzes deckt sich die 
Schar Ey der Ellipsoide gleicher Meßwahr- 
scheinlichkeit oder gleicher Fehlerdichte mit 
der Schar der Fehlerellipsoide Er. Während 
die Ellipsoidschar € unabhängig von der 
Form des Fehlergesetzes existiert, ist die Schar 
Epandas Gau Bßsche Gesetz gebunden, was 
nicht immer beachtet wird. 

Anschaulich pflegt man eine Streuung 
durch die Schar der ihr zugeordneten Feh- 
lerellipsoide E, darzustellen. Jedoch kommt 
auch dem Tensorellipsoid 


sT3—1=0...,.. (8), 


Bild 2. eine anschauliche Bedeutung für die Streuung 

zu. Ist nämlich?) dem beliebigen Einheits- 

°)E.Ozuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung Bd.1, 8. 303 bis 305. Leipzig und Berlin 1938. (Der Beweis wird dort 
durch Einführung eines „Diskontinuitätsfaktors“ geführt.) , 


°) Nach der Schwarzschen Ungleichung ist u 
setzen dürfen. 4 


’) A. Basch, Die Fehlertensoren und das Fehlerübertragungsgesetz der vektoralgebraischen Elementaroperationen. 
Sitzungsber. d. Akademie d. Wiss, in Wien, 137 (1928), 8.586, G1.(6) und (9). 


par d)= 


2 2 
MH, Zu yz, 80 daß wir die Differenz gleich dem positivenWert m, 


RE BR BI 


'vektor 8 nach Bild 2 der Vektor so zugeordnet da 75 2: 


R: 
er 
d 2 >= 


KoTy. grad) 0. 


a 


ar ne ee a Zu 22 
R FL E ee ne ROTH Leramko Tu). BA) 
Ist, so sind mittlerer Fehler. 1, und Genauigkeitsmaß %, in’ der Richtung: 8... +... Bi 5 
z i EN 5 wer er Si En “= 2 ko Pyl R ee * RR A 
= NE —— bw. K=I—.. 2.2... A 
P; . Trägt man nun in der Richtung 8 die zu h, proportionale 9) Länge p*h, ab, so liegen die End- 5 
. punkte des Vektors 8 — p?h,8 auf einer Fläche &g, die jedenfalls ganz im Endlichen liegt 


a 2 und symmetrisch zu den Hauptebenen ist. Um ihre Gleichung zu bestimmen, bilden wir das 2 
innere Produkt der beiden Vektoren 3 und 9, ee: ee ee; 


ng 


Ar, y - 
5) 


ee EN. > Dee ern ET en} 
und lösen (34,) nach 4 auf, Es wird A RE ey m 


‚oder a SZ Ar, wre 


=. Für den Endpunkt des Vektors 3 gilt demnach wegen (35,). | 
are: ER RER 
in ; =3T3 — —-—=0. 
Fe Be | Gear) F: 
d.h. trägt man vom Ursprung einer räumlichen Streuung aus in jeder Richtung 3 das der Rich- Be = y 
. tung zugeordnete (mit einem geeigneten Maßstabsfaktor »: multiplizierte) Genauigkeitsmaß h, Ei 
ab, so liegen die Endpunkte der Vektoren 8= p?h,$ auf einem „‚Genauigkeitsellipsoid Eu, 
das insbesondere für p* = 2 mit dem Tensorellipsoid 373 — 1 = 0 übereinstimmt. Im Sonder- 3 
fall der ebenen Streuung findet. man die „Genauigkeitsellipse‘‘ Eg (abgesehen vom Maßstab), - ee 
indem man die „mittlere Fehlerellipse‘‘ Er), um x/2 dreht. R 


® 10. Zusammenfassung. 
Es werden die Eigenschaften einer räumlichen Verteilung von Meßpunkten PAR.) Bi: 
unter der Voraussetzung untersucht, daß die Streuungen u, der R Veränderlichen U,, von Be 
denen X, Y und Z abhängen, voneinander unabhängig sind und daß jede einem Gaußschen 
Gesetz genügt. Jeder Einzelstreuung u, läßt sich ein Einheitsvektor t, im X, Y, Z-Raume so 


zuordnen, daß sich die Meßpunkte P längs der durch t, gehenden Geraden verteilen, wenn allein a 
die Veränderliche U, streut. Um das Zusammenwirken sämtlicher Streuungen u, ZU unter- “ 
suchen, werden an Stelle der dimensionsbehafteten Größen dimensionslose Veränderliche ein- Bi 


geführt. Dadurch gehen die „Ellipsoide‘‘ gleicher Wahrscheinlichkeit des R-dimensionalen 
AU,-Raumes in „Kugelflächen‘ des u,-Raumes über. Die Wahrscheinlichkeit für das Auf- 
treten eines bestimmten Vektors U, (4; Uyy} - .. Ury) wird dann invariant gegenüber ortho-. a 
gonalen Transformationen des u,-Raumes. Mit Hilfe einer geeignet gewählten orthogonalen a. 
Transformation läßt sich schließlich das Wahrscheinlichkeitsintegral auswerten und liefert die 
Fehlerdichte im x, y, z-Raum als Funktion des Streuungstensors 7. Die Flächen gleicher 
Meßwahrscheinlichkeit \oder konstanter Fehlerdichte g) sind im x, y, z-Raum Ellipsoide 
 &y =rko Tr—const = 0, deren Achsenrichtungen mit den Hauptstreuungsrichtungen «, 
y' und 2’ zusammenfallen und die sich bei Gültigkeit des Gau ßschen Gesetzes mit der Schar 
der Fehlerellipsoide & decken. In besonderen Fällen können die Ellipsoide Ey zu Ellipsen 
' (R = 2) oder Strecken (R = 1) entarten. Das dem Tensor T unmittelbar zugeordnete Ellipsoid 
3 T3 —1 = 0 besitzt ebenfalls eine anschauliche Bedeutung für die Streuung. Es deckt sich 


mit dem Genauigkeitsellipsoid &g, welches entsteht, wenn man in jeder Richtung $ das ihr 
zugeordnete Genauigkeitsmaß A, (in geeignetiem Maßstab) vom Ursprung aus abträgt. 


°) Der Endpunkt des Vektors t) liegt auf dem mittleren Fehlerellipsoid, € ,,,=4)ko Ty—D: = 0, dessen Halb- 
% = = 5 5 FE FM 
„ &achsen gleich den mittleren Hauptstreuungen 4,» Kin u sind. 
°) Die Einführung des Proportionalitätsfaktors p* von der Dimension (Länge)? ist aus Dimensionsgründen zweckmäßig. 
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Durch Höchstfehler begrenzte Fehlerver-_ 


teilungen. 

Obwohl als eine längst ae anerkannte Tat- 
sache feststeht, daß die Meßfehler, die bei irgend- 
welchen Messungen unter der Voraussetzung ihrer 
auch nur einigermaßen sorgsamen Durchführung vor- 
kommen, ganz bestimmte vom Meßverfahren und 
seinen Hilfsmitteln abhängige Grenzen niemals über- 
schreiten, so ist es doch’ immer noch üblich, allen an 
Messungen sich anschließenden Berechnungen die 
Gaußsche Fehlerverteilung zu Grunde zu le bei 
der das Auftreten auch weitaus größerer und selbst 
eines unendlich großen Meßfehlers als möglich mit- 
berücksichtigt wird. Die Annahme der Gaußschen 
Fehlerverteilung versagt aber schon bei der nahe- 
liegenden und praktisch bedeutsamen Aufgabe, an 
Hand einer Reihe erhaltener Meßwerte die Genauigkeit, 
das ist die Güte der Messungen, zu beurteilen. Zur 
Bezeichnung dieser Genauigkeit steht nämlich bei der 
Gaußschen Dee ee lediglich das Präzisions- 
maß h zu Gebote und das ist gemäß 


1 

Tu, 
m-y2 
eindeutig mit dem mittleren Fehler m verbunden. 
Demgegenüber sind jedoch, wie sich zeigen läßt, bei 
einunddemselben mittleren Fehler und daher auch bei 
einunddemselben Präzisionsmaß Fehlerverteilungen 
mit sehr verschiedenen Maximalfehlern M möglich, 
sodaß der mittlere Fehler oder das Präzisionsmaß ganz 
offenbar keinesfalls ausreichen, die Meßgenauigkeit zu 
charakterisieren. 


Die Erfahrung lehrt, daß grade die auftretenden 
Höchstfehler ein sehr wesentliches Kennzeichen der 
verschiedenen tatsächlich vorkommenden Fehlerver- 
. teilungen sind, während die Gaußsche Fehlerverteilung 
solche Höchstfehler überhaupt nicht kennt. Nun ist 
aber neben der Gaußschen längst auch eine andere 
Fehlerfunktion bekannt, die im Gegensatz zu jener 
und der Erfahrung entsprechend auf endlichen Höchst- 
fehlern fußt. Diese Fehlerfunktion ist von Jordan im 
ersten die „Ausgleichsrechnung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate‘“‘ behandelnden Bände seines 
„Handbuches der Vermessungskunde“ (J. B. Metz- 
lerscher Verlag, Stuttgart 1895) angegeben worden; 
sie hat aber erstaunlicher Weise keine Beachtung ge- 
funden, vermutlich, weil Jordan sie nicht als Ersatz 
für die Gaußsche Fehlerfunktion vorsieht, sondern 
lediglich zu dem Zweck anführt, die Größenordnung 
der zu erwartenden Höchstfehler nachzuweisen. Offen- 
bar ist Jordan aus übergroßem Respekt vor dem Na- 
men Gauß garnicht auf den Gedanken gekommen, daß 
es ohne Zweifel ratsam wäre, die Gaußsche Fehler- 
funktion überhaupt in sämtlichen Fehlerrechnungen 
durch die Jordansche Fehlerfunktion zu ersetzen. 
Man sollte sich aber jetzt endlich hierzu entschließen, 
weil es einfach nicht zu verantworten ist, daß man auch 
weiterhin eine den Beobachtungen widersprechende 
Fehlerfunktion anwendet, wenn eine andere auf der 
Erfahrung endlicher Höchstfehler begründete Fehler- 
funktion zur Verfügung steht. 


Die von Jordan für die Wahrscheinlichkeit eines 
Fehlers & angegebene Fehlerfunktion lautet 


1 3:57... .@N+1) 1 (1 a 

2 2-4-6-.... (N) Mm \ITm) 9 
sie bezieht sich also unmittelbar auf den Höchstfehler M. 
Die Form der Fehlerverteilung wird im übrigen durch 
den Potenzexponenten N charakterisiert, der an sich 
jeden beliebigen Wert zwischen 0 bis oo besitzen kann. 
An der Grenze 0 nimmt der lange Bruchausdruck den 


Betrag 1 an, wie die Umformung des reziproken Aus- 
druckes 


p(e) = 


2. CKLEINE MITTEILUNGEN a 


ee 1:0 6 
2-.4-6- ... -(. 2N ) \ sin? N+1x.da FEN 
3.8.77... .@ +) I. ® 
kennen läßt. Analog dazu empfiehlt es sich bei den 

meisten mit der Jordans on VOTZU- 

nehmenden Difforoptiäbicnen unit Trike 

Funktion zuvor mit der Einsetzung 773 =sin’a 

umzuformen; man bekommt « 


M sina=1, 0034=0 


2: [vo 2N ) 
0 sing=0, c0osa=1 


Entwickelt man in eine Reihe, so ergibt sich schließlich 


e=+M sina=1. eg ee: 
“ C08°% - cost a -5-cosda - ur 
[ra-4.- er et 
e=—M sina=0, c0o8&=1 


3-5-7-....(2 N—3)-(2N—1)- coa a 
3-4-6-...-2 N—4)-(2 N —2)-(2N) 
Der Betrag dieses Ausdruckes wird 1, wie es die Eigen- 


art einer Fehlerfunktion verlangt. 
Der mittlere Fehler ist definiert durch 


-- "sinx 


M 
j a ER EL. BEE BRR 


Nimmt man wieder die Einsetzung - = =sin?a 


vor, so findet man aus einer anschließenden Reihen- 
entwicklung über das Zwischenresultat 


sina=1, cosa=0 


cos tlx.sina-da 


sina=0, cosa=1 7 
sina=1, cosa=0 (M) 
_.(2N)-(2N—2)....4:2 Tr al 
ON+3)-(@N4U... 5 amade 
sina=0, cosa=1 
zum Schluß 
ee -@X+1 
M?  2-4-6»...-(2N) 
sina=] 
. @N)(@N—2)....42 ‚isinta|| (8) 
@NFEIEN TYen 54 a j 
1 sina=0 
2N+3 
und es ist mithin 
M=m>Y2N 73. au (9), 


Darin findet die Erfahrung richtigen Ausdruck, daß 
einem bestimmten mittleren Fehler sehr -verschiedene 
Höchstfehler zugehören können; der Höchstfehler ist 
außer vom mittleren Fehler noch von der durch N 
charakterisierten Form der Fehlerverteilung abhängig. 
Umgekehrt wird die Form der Fehlerverteilung nicht 
durch den Höchstfehler oder den mittleren Fehler für 
sich, sondern nur durch beide zusammen, nämlich 
gemäß 


2 


Wie die Meßpraxis lehrt überschreitet das Verhältnis 
M/m nur selten den Betrag 3 und dann gewöhnlich nur 
sehr wenig. Somit kann nach (10) der Potenzexponent 
N nur in Ausnahmefällen erheblich mehr als 3 be- 
tragen; man darf deshalb N =4 als den unter prak- 


1 .[M% b 
N=—» Fer bestimmt. re? (10). 


w“ 


8-57... @N HD); Ent ya. 


(5). 


. 


Pi 
++ 
De 


’ 4 (sa vi 
Da] Yı ‚> DFa. 0 E77 EEE L 


“= nachstehende Tabelle: L 
Tee he 
00000. 037000. 020 027344 024000 


s=r 


ae (de 3 EN | 


rd Inntet, . Hier führt der Weg der Tinsekrng . sine 
ER einer "abgebrochenen hypergeometrischen Baiks f) 
- aus der. kein einfacher Ausdruck für r zu gewinnen 


> sah Dagegen ergeben sich sehr schnell Einzelwerte 
von r, wenn man das Newtonsche Näherungsver- 


fahren so anwendet, wie nachstehend für das Beispiel für die Dittorentinquotienten der Jordanschen Fehler- ? ci 
Bee N= -4 gezeigt wird: Sa funktion 83 
Br 3.5-149/2; ET Pr Ip .. a8) „2 
a FE Eee 7 a | 2 3 ER EEE 
Bde; De : x 2 Bun "N Be: = 
IE cn “2 et BT 1 @N—1 
£ ee ee ame | 19), 
5 rast Mr 3% Mel. me, Er {1 en 27 
j > ME 
I ee ER FE N.e 
En e mtr$ 36) 9 Q=+r 280-9 Ä 
er ee x i 3 ) & N=3 (20) . 
7. Es wird m° gesetz; man bekommt - = @N—3N+ 1) r k = 
as ee LEER 2: Nach diesen Gleichungen verschwindet an den Grenzen 
a: fo) a 3% BER @a= + M der erste Differentialquotient für alle Fehler- 
r u 192 ' (15). - verteilungen, bei denen N >2 ist, der zweite Diffe- 
i + 09= —— — 0,203175 rentialquotient in allen Fällen, daß N >3 ist, usw. 
9 945 Das bedeutet: Die der Jordanschen. Fehlerverteilung . 


j _ entsprechenden Kurven verlaufen an ihren Enden mit 
Diese lohahz gestattet als erste Annäherung ein-. Borührengen ME D.ton Gradie indis: Null Linie; 


a u a ae er also zum Beispiel mit einer Berührung 2-ten Grades 


näherungen ergeben sich dann aus Yy=— fa) ‚ beim Potenzexponenten N —=3. Sehen wir uns jetzt 
hi Il a -M findetal “(&)’ die Unterschiede der Fehlerverteilung in Abhängigkeit 
weiterhin aus 2, =%,— 1%, BDSG als nicht von N genauer an; hierzu Bild 2. In dieser Abbildung 


2 7) .. Ist bei allen Figuren der mittlere Fehler m als Maßstab E 
mehr zu verbessern ©, = y „_, = 1216074. Mit für die der Abszisse entsprechenden Fehlergrößen & Bi: 
a verwendet, während senkrecht dazu die Fehlerwahr- 2 


= dem gleichen Vorgehen auch für N = 0, 1,2 und 3 so- scheinlichkeiten 9 (e) aufgetragen sind. Aus rn und (2) 
_ wie aus (9)-wurde die nachstehende Tabelle erhalten, bekommt man zunächst für N =0: 
der die Kurven in Bild1 entsprechen: M ARE =; 


re N r/M m/M ER m 1121 und o(e)-m = 0,28867 . (21). % 
0 0.500000 0.577350 0.866025 Dieser Gleichung gehört eine rechteckige Fehlerver- . 

1 0.347296 - 0.447214 0,776578 . teilung zu, bei der jeder Fehler bis zu den Höchst- 
D) 0.281128 0,377965  - 0,743794 fehlern gleich wahrscheinlich ist. Für Nr =] erhält h 3 
E 3 0,242303 0,333333 0,726909 man; un; 
4  0,216074 ch 0,716635 u _ 9,2361-und 9 (2): m=0,93541 - f a = (22). 

pi annähernd ya @aN+5) 5) Beer. Raten Das ist eine parabolische Fehlerverteilung. Der erste 

y\2 1 89-N + 128 Differentialquotient verschwindet für e=(0, das ist 

(2) =4N+59-N+ 10 . (16), im Scheitelpunkt. Für N = 2 findet man: 
M 


eine Formel, aus der Zwischenwerte berechnet werden 


. &2 = 
ee m — 26458 und ple)-m—0,35434- ( = (23). 


246 


> 


Hier verschwindet auch der zweite Differentialquotient 


und zwar für 


& |! 
at Da ad “ EN ER (24); 


_Fehlerfunktion 
N= » der 


se 


zeitig in eine 


E 


Bild 2. 


diese Fehlerverteilungs-Kurve hat somit einen Wende- 
punkt; er liegt bei &e= M : 0,57735 = m - 1,5276 und 
ist in der Abbildung durch einen kleinen Kreis be- 
zeichnet. Für N =3 ergibt sich: 


M 3 @\’ 95 
——3 und 9 (e): m = 0,36458 Ben (25), 


im übrigen sind hier 


\ 105 8 2? 
Ye)=T.me HM (1 er a) A (26), 
2 105 & & 
7 (8) = 16-43 . (1 — =; . (1 — 5 . nn . . (27), 
1065 8 & 
un = E 6 N 28 
eg H ( 5.) er 


An den Grenzen e= -+ M verschwinden, wie oben 
schon vorausgesagt, sowohl der erste wie der zweite 
Differentialquotient, man hat Berührungen zweiten 
Grades. Der zweite Differentialquotient verschwindet 
aber äuch für 


während der dritte Differentialquotient für diese Be- 
dingung von (0 verschieden bleibt. Diese Fehler- 
verteilungs-Kurve hat somit ebenfalls einen Wende- 
punkt und zwar bei e= M - 0,44721 = m : 1,34163. 
Für N = 4 hat man schließlich: 


und pe m= oe (80) 
ld und p(e)-m=0, = m ) 


Für e= + M verschwinden der erste, zweite und 
dritte Differentialquotient: Berührungen dritten Gra- 
des. Bei e= M - 0,3796 = m : 1,25357 ergibt sich 
ein Wendepunkt. 

Aus (1) und (9) erhält man 


a h 2 h 


und 


2 
EN O1 


M me.(aN +3) 


bekannten Produkten-Formel von J. Wallis den Wert 
z annimmt, während die Reihe in der Klammer 


7 

mit der Exponentialreihe für €?“ zur Überein- 
stimmung kommt. Das bedeutet aber, daß die Jor- 
dansche Fehlerfunktion bei einem unendlich großen 
Potenzexponenten mit der Gaußschen Fehlerfunktion 
identisch wird. 


Wir wenden uns jetzt: der Frage zu, wie man aus 
einer Folge auf dieselbe Größe bezüglicher Meßwerte 
unter Zugrundelegung der Jordan’schen Fehlerfunktion 
die Form der vorliegenden Fehlerverteilung, das heißt 
M und N, feststellen kann. Man bedient sich hierzu 
nach dem Vorgehen von Jordan am besten des Mittels 
der Fehler- Quadrate, das ist des mittleren Fehlers, in 
Verbindung mit dem Mittel der Fehler-Biquadrate, 
das durch 


M 
“=2.[ &d.p(e):de 
{) 


definiert und dementsprechend : aus »! = == zu 
berechnen ist, wo n die Fehlerzahl bedeutet. Setzt 
man in dieser Definitionsgleichung für @(e) die Jor- 


dansche Fehlerfunktion ein und ferner wieder 
2 


pi = sin? a, so erhält man am Ende der sich anschlie- 


ßenden Reihenintegration 


A BR 2 
Mi 94.012033 
sinx=1 
(2N)-(2N—2)-...-4-2 8 (34). 


"(2N+5)-(2N+3)-...:9-7| 5 
sinx=0 


3 
(2 N+3)-(2 N+5) 
Hieraus folgen mit Hilfe von (9) bzw. durch Elimina- 
tion von N 
vi 3 


& 9N+3 
mi  (@N+B)-(2N+5) 


"aN+5 


-(@N +3? =3 (35), 


[rn 


”@# > Die beiden letzten Gleichungen bieten die gewünschte 


Möglichkeit, aus einer Folge bei einer Messung festge- 
„stellter Meßfehler den Potenzexponenten N der Jor- 
danschen Fehlerfunktion und den: äußersten Falles 


_ zu erwartenden Höchstfehler M zu ermitteln. N be- 


stimmt: die Art und M die Ausdehnung der Fehlerver- 
teilung, erst beide zusammen die Genauigkeit der Mes- 

sung auf Grund der.benutzten Meßmethode, der ver-' 

 ‚fügbaren Hilfsmittel und der aufgewendeten Sorgfalt. 


_ Manebach-Thür. Fritz Gabriel. 


= Die Durchbiegung einer beidseitig fest ein- 


-  gespannten Blattfeder. 
SE 1.Die Aufgabestellung. Ü 


In der Hütte und in den Fachbüchern der Festig- 


keitslehre findet man für die Durchbiegung eines an 


seinen beiden Enden fest eingespannten. Balkens Be- 
_  ziehungen, die nur unter der Voraussetzung richtig 


sind, daß die Einspannenden bei vertikal gerichteten 


' Kräften in der Kraftrichtung zwar fest sind, in horizon- 
 taler Richtung dagegen ohne merklichen Widerstand 
nachgeben können. Durch die Verformung des Balkens 

ı infolge der äußeren Kräfte wird bei vollkommen festen 
 _ Einspannenden eine Längsdehnung des Balkens hervor- 
- gerufen, die nur denkbar ist, wenn horizontale Zug- 
kräfte an den Balken-Enden vorhanden sind. Diese 
Kräfte sind die Ursache, daß die Durchbiegungen klei- 
ner sind als sie sich nach den üblicheg Beziehungen 
‚, ergeben. Bemerkenswert dabei ist, daßin keinem Lehr- 
buch erwähnt wird, daß die angegebenen Beziehungen 
nur für eine Einspannung gelten, die in horizontaler 


u Richtung leicht nachgiebig ist.- Bei den Abbildungen 


\ 


. sind die Einspannenden so dargestellt, daß man ohne 
weiteresihreallseitige Unnachgiebigkeitannehmen muß. 
Die durch die Rechnung gefundenen Durchbiegungen 
‚weichen dann sehr stark von den physikalisch gemesse- 
nen Durchbiegungen ab. Da die seitlichen Zugkräfte 
nicht konstant sind, sondern mit wachsender Durch- 

biegung bzw. wachsenden äußeren Kräften zunehmen, 
so ist auch keine Linearität zwischen Kraft und Durch- 

biegung zu erwarten. 

In vielen Fällen der Technik kann man annehmen, 
daß eine genügende horizontale Verschiebbarkeit der 
Einspannung vorhanden ist und die üblichen Gleichun- 
gen ein annähernd genaues Bild des tatsächlichen Vor- 

anges geben. Es gibt aber auch Fälle, z. B. bei physi- 
 kalischen Apparaten oder Geräten der Schwingungs- 
technik, wo diese Voraussetzung nicht zutrifft. Es ist 
dann wichtig, die genaueren Gleichungen, die zu ganz 

- anderen Ergebnissen führen, zu kennen. Es wird im 

" folgenden der Fall einer beidseitig fest eingespannten 
Blattfeder untersucht, wobei die Last in ihrer Mitte 
angreift -und die Einspannung auch in Richtung der 

Längsachse der Feder nicht nachgiebig ist. 


2. Die Ableitungen der Beziehungen 
für die Durchbiegungen, Kräfte und 
Beanspruchungen. 


Da die Biegelinie symmetrisch zur Mittellinie der 
* Feder verläuft, betrachten wir nur die rechte Seite der 
Feder (siehe Bild 1). An der Stelle M wirkt die äußere 
Kraft (Last) P senkrecht nach unten. Infolge der all- 
seitig festen Einspannung ist an der Einspannstelle # 
eine bestimmte horizontale Kraft 8 nach rechts vor- 
handen. Damit sich das Federstück im Gleichgewicht 
befindet, muß bei E die Auflagerkraft P senkrecht nach 


links wirken. Außerdem ist bei X ein Einspannmoment 
 M, vorhanden, das im Uhrzeigersinn wirkt. Die Line 
- der halben Feder sei l. An de 
. der Federmitte aus nach rechts gerechnet) ist dieDurch- 
.  biegung y, während d 
"00... Federmitte mit f bezeichnet ist. 
Da E70 FE FA 22 


oben und an der Stelle M die horizontale Kraft 8 


der beliebigen Stellex (von 


ie Maximaldurchbiegung in der 


Die 


Biegelinie der halben Blattfeder 
i . Bild. 


- Nach den Gesetzen der Festigkeitslehre ist: 
d2y : = 
el EN 


wobei M das Moment an der Stelle x ist, und im Uhr- 
zeigersinn wirkend positiv gerechnet wird. # ist der 
Elastizitätsmodul und J das äquatoriale Trägheitsmo- 
ment. Aus Bild 1 erhält man: > 
= a 
en .W) 
=8:y+Px+(M,—Pi)) 
Die Lösung der Differentialgleichung (1) ist: ; 
y=(,Cofir +0,Snie+Ar+B.. (2) 
Man bekommt die Werte für die Unbekannten A, B 
und A, indem man den Ausdruck für y aus Gl. (2) in 
die Gl. (1) einsetzt. Es ergibt sich damit: 
Ss 
Zn 3 
DB, (8) 
C, und C, sind Integrationskonstanten, die sich aus den 
Randbedingungen ergeben. Es ist für 2=0 und für 


Pr —=0(. Damit erhält man: 
3925 B ns 2 al 
ee or (=, tung 7 (4) 
Ferner ist für x =! die Auslenkung y—= 0: Daraus 
errechnet sich das Einspannmoment M,. Es wird: 


- BR 2 

M, 7 9% . RR (5) 
Setzt man die Werte aus den Gl. (3) bis (5) in die Gl. (2) 
ein, so bekommt man: Ar 


Pete. An | 


x =1 die Neigung 


(6) 
“r nu > (!—x) ’ 
Gl. (6) stellt. die Biegelinie der Bla@feder dar. Für x —=0 


ist y=f. Es ergibt sich damit die maximale Aus- 
lenkung in der Mitte der Feder: 


2.P a N DEN 
=. Ing tgl Sala u) 
oder mit $=E#J - 22 aus den GI. (3): 
Al Al 
ZEN N .) 27) 
SAH, ( I 
2/ - 
Ist die Horizontalkraft $ = 0, so ist nach A —= 0, und 
1 A 
5- Tan z) 
der unbestimmte Ausdruck & = in Gl. (7) 
= 


nimmt den Wert ,- 


Dicker -Wertfin die Durch 


AB 


EBEN, 
er AR 


{ stimmt: mit dem 


in der Hütte benen überein. Er ist also nur rich- 


ig, wenn die Horizontalkraft $ verschwindet, eine An- 
aan die für allseitig feste Einspannung nicht zutrifft. 


Die Horizontalkraft 8 und damit auch der Wert für A 
sind zunächst noch unbekannt, so daß in Gl. (7) bei 
gegebener Last Pı die Durchbiegung f ebenfalls noch 
unbestimmt ist. Um die Durchbiegu eindeutig zu 
erhalten, braucht man noch eine weitere nungs- 

leichung, die etwas über den Zusammenhang zwischen 
ie Last P und der Horizontalkraft $ bzw. dem Wert A 
aussagt. Diese Beziehung ergibt sich aus der Längs- 


. dehnung der Blattfeder während der Bee a 


Bekanntlich ist die Länge s einer Kurve der 
tion y=(x) zwischen den Grenzen x, und #5: - 


%a “ 
2 
o- [Yır() -de. 
2 i 


In unserem Fall sind die Neigungen a sehr klein gegen- 
über dem Wert 1, so daß wir mit genügender Genauig- 


keit auch schreiben können: 


l 1 
1 /dy\? Re! dy\® 
o 0 


Die Längenänderung Al der Blattfeder bei der Durch- 
biegung ist dann: . 
1 


09-1 [Wer 


Die Horizontalkraft $, die an den Enden der Feder 
wirkt, ist praktisch als Zugkraft auch an jeder Stelle x 


‚ im Federquerschnitt vorhanden, da die Neigung der 


Biegelinie sehr gering ist. Wir können deshalb, ohne 
einen bemerkenswerten Fehler zu machen, "die Feder 
als einen geraden Stab auffassen, der mit der Kraft $ 
auf Zug beansprucht wird. Es ist: dann: 

ı 


or ‚di ER ay\a 
EL Nee) Fe 
oO 


wobei F die Querschnittsfläche der Feder ist, Wir dif- 
ferenzieren Gl. (2) und erhalten: 


d 
7, = 014 Sin Au + O1, Cof ar A. 
Damit wird: En 

1 1 


dy? E s 
(2:) .da= or [ein ixd(Ax) 
0 


0 


ı I 
1 
+02 ae +50,0 ‚ein Zix@d(2A%) 
10) : o 
ı ı 
+2 |de4 >10, [einzdaa) 


o 0 
ı 


+24 0, [Eotzzann. 


o 


ro 


+ 240,Eof a1 1) + 240, Sina 


Setzt man für C,, O, und A die Ausdrücke aus.den O1 


3) und (4) ein und führt noch . 
a der H 
man 


komm 


Setzt man den Ausdruck für P der Gl. (9) in die GI. (7) 


ein, so erhält man für die Durchbiegung: 
- al al 
ee & — Tarı = 
N en BEE 


F 


Für $ = 0, bzw. } = 0 verschwinden in den GI. (9) und 
(10) "die Grehizwerte der wa -Quo- 
tienten, so daß in diesem Fall P und / gleich Null wer- 
den. Mit wachsenden $ und A nehmen auch die Werte für 
für P und f zu, jedoch ist der Zunahmefaktor für P 
und f verschieden, so daß keine Linearität zwischen 
Kraft und Verformung besteht. Die Hyperbelfunktion 
unter der Wurzel in den GI]. (9) und (10) ist immer posi- 


tiv. Der Wert der Wurzel liegt für x 


2 

schen 0 und 1. € 

Will man nun die Federcharakteristik f =g (P) dar- 
stellen, so muß man für 4 willkürliche Werte annehmen, 
und kann an Hand der Gl. (9) und (10) die zueinander- 
gehörigen Werte von P und f ermitteln. Bei der Wahl 
von A wird man zunächst von sehr kleinen Werten aus- 
gehen und diese so steigern, daß die errechneten Beträge 
von P und fin den ‚Bereich der Charakteristik fallen, 
der praktisch von Interesse ist, 


von 0 bis © zwi- 


Das Biegemoment an einer beliebigen Stelle x der 


Feder war nach Gl. (l): 
My=S8S-y+Px+M-—PIl. 
Berücksichtigt man die Ausdrücke für M, und y aus 
den Gl. (5) und (6), so ergibt sich: 
al al 
„M(ı) = 7 Sinix— Tan 5 ECoi A a (11) 


Man erkennt aus der Gl. (11) sofort, daß an der Stelle 
I - 
ı=7 das Biegemoment verschwindet. An der Stelle 
© = ( wird: 


1: A 
Mo) = Un, =—M 


und an der Stelle & =!: 


BR A | 
Hy=-+, my -+M. 


alas, Die maximale Beanspruchung liegt somit an 
den Stellen «= 0 und x =1. Der Biegung überlagert 
- sich noch eine Zugbeanspruchung, hervorgerufen durch 
die Horizontalkraft, $. Da auch die Biegung in den 


; Br: addieren sich beide Beanspruchungsarten. 
lg: er alten damit für. die. Be RE NEER, 


a R | -. +7 g_ Ser un, ER 4BI. (a 
4 ’ De N m na das  Widerstandemoment Bes END 


. eckigen Federquerschnittes ist (b ist die Breite.und bh 
die Höhe des Querschnittes). Setzt man für P den Aus- . 


- druck aus Gl. (9) ein, so erhält r man en einigen Um- 
j 'rechnungen schließlich: 


; N BER 
le .: 


In dem Klammeräusdruck der @l. (12) stellt der erste 
Summand den Anteil der Zugkraft, der zweite Sum- 
mand dagegen den Anteil des Biegemomentes an der 


 Gesamtbeanspruchung dar. Ist A = o, so ist das Ver- , 


| hältnis der Anteile 1 : 2,45. Wird A immer kleiner, so 


wächst: der Anteil des Biegemomentes i immer mehr, um 


schließlich für A = 0 unendlich groß. zu werden. 


a 3. Ein Beispiel. - - 
L "Für eine beidseitig fest eingespannte Blattfeder aus 


Stahl der Länge 2-1 = 64mm, der Breiteb =6mm 


und der Dicke k = 0,5 mm ist die Durchbiegung fin 


Abhängigkeit: der Belastung P darzustellen. Ferner 


sind die maximalen Beansprüchungen zu ermitteln. 
MtI=’, F=b-hund E = 2100 000 kg/em? 


' erhält man die konstanten Faktoren in den Gl. (9), (10). 


und (12); es wird: 


8EJ 1/27 (2I 
Er 7 = 9,0654 kg; DER 


1 [a\e | 
1 


Wir wählen für die Werte DE 


erhält dann mit der Gl. (9), (10) und (12) die zu 

“ einander gehörigen Werte von’ P, f und omax. Auch 

die Horizontalkraft ‚S ist damit bekannt; denn es war: 
4EF- [Al\? 


S= =#.J- 2 oder: S=—— TE er 


- Ferner ist zu beachten, daß sich unsere Betrachtun- 
gen nur auf die eine Federhälfte bezogen, während in 
dem Beispiel die ganze Feder untersucht wird. Die 

Last Pin der Mitte der Feder ist damit doppelt so groß 
wie der Wert, der sich aus Gl. (9) ergibt. Die Ausrech- 
nung ergibt: folgende Werte: 


Ss f Omax 
kg em kg/em? 


ne: man 
TE Da en 


P 
2 kg 


0.5 0.196 1,28 0,01856 625 
1.0 "0.503 | 5.127 0.03743 1400 
1.5 |. 1.026 | 11.54 0.05644 2370 
2.0 1.872 20.50 0.07565 3570 


Randfasern eine reine Zug- oder Druckbeanspruchung 


70001 


ve N 


zu zeige das Biegemoment an den In de Diagramm 1 Bild 2 sind die DR RS 
nden der Feder am größten ist und nach is "Mitte zu ‘ die Horizontalkraft 8 und die Beanspruchung omax 


als Funktion der Belastung ? dargestellt. Die Durch- 


‚biegung und die Beanspruchung wachsen nicht linear 


mit der Belastung. Die gestrichelten Geraden stellen 


die Durchbiegungen und die maximalen Beanspruchun- _ 
gen dar, die mit: den üblichen in den en an 


300010 


2000 


05 _ TE 2hg 
Die federcharakteristik 
=. Bild>2. 


‚gegebenen Beziehungen errechnet wurden. Sie tan- 
gieren an die tatsächlichen Kurven im Koordinaten- 
Anfangspunkt. Bei gleicher Belastung sind die tat- 
sächlichen Durchbiegungen und Beanspruchungen be- 


deutend kleiner als die Werte, die sich aus den üblichen & 


Beziehungen Srgeben: 
Berlin, KuaBaE Liebold. 


Neu berechnete Zahlen und Zahlentafeln. 
Von Machin (1706) stammt die Formel 
n =4(4u— v), worin ctgu =5, ctgv = 239. 


\ 


Mit Hilfe der Reihe für Arcus Tangens berechnet man 


hieraus u und v und damit x. So hat W. Shanks 
(1812—1882) die Zahl x mit 707 Dezimalen berechnet. 
Durch eine davon unabhängige Rechnung hat Shanks 


- 1854 davon 500 Dezimalen bestätigt. 


. In. seiner Plane Trigonometry (1893) hat Loney 
folgende Formel angegeben: 

n=4(dx% + N ctg y = 20, 

ctg z = 1985. 

Hiernach hat D. F. Ferguson x, y,2 und a auf 
810 Dezimalen berechnet. (Math. Gazette, vol. 30, 
Mai 1946, p. 89—90.) Ferguson findet, daß bei 
Shanks nur 527 Dezimalen richtig sind und daß in 
seiner Rechnung zwei ‚Fehler stecken. 

J. W. Wrench jr. und LeviB. Smith haben 
die Rechnung nach der Formel von Machin wieder- 
holt und das Ergebnis von Ferguson bestätigt. 

Man darf also annehmen, daß x heute mit mehr als 
800 Dezimalen bekannt ist. 

(Mathematical-Tables and other aids to computation, 
vol. II, Nr. 18, April 1947.) 


Richard Meyer, Beitrag zur Theorie fest- 
stehender Schaufelgitter (Dissertation Zürich 1946), 
berechnet Lösungen der transzendenten Gleichung 
j®=JI(ke), wo f(&)=N,,(e)/J,(@) (J = Bes- 
selsch, N=Neumann sche Re 
I. für = 2,.%= 0,5: 

x) = 2,6813; =) = 17,062 ; == 12,950; 
x? = 19,10; 29 = 235,33; =’ = 31,6; 
x) = 37,8; 2) = 44,1. A 


D.“ 
» 


_, 


ir, 


nr. 3 hi 


950° a 


IE. für Pp= 10, k= 0,8: 
x 211,089; = =19,35; «9 = 33,37; 
ad = 484; 2 = =) = 79,45 
M=9,0; - «= 1105: 

H.R.F. Carsten und Naney W.Mc Kerrow 
(Phil. Mag. vol. 35, p. 812, Dez. 1944)habenHankel- 
sche Zylinderfunktionen für rein imaginäres Argument 
iy und reellen gebrochenen Index p berechnet. Sie 
verwenden die in England gebräuchliche Normierung 
von Basset (1889) 

{ Tt 


Ky(y) =PR'5 H,O (ig). 


Bei reellem positivem y und p ist auch K reell und po- 
sitiv. Setzt man Jp(iy) = ir? Iy(Y), so ist auch J reell 
und positiv, und K wird erklärt durch 


2 K, y)sinnmp =-IyW)—- IWW): . 


Rum = — Kutd= Hr NRos 

Vs .E ehe 18 

Ru=lt+3yitsyaKus-  . 
Die Verfasser berechnen diese drei elementaren 


zunächst 
Funktionen für y = 0,1, 0,2, 0,3...4,9, 5,0, ferner 
Dazu nehmen sie 


für y= 6, 8, 10. 
Taten 


von Lagrange die Werte von K,,, und K,,75, 50- 
vie die Ahle aan dl 
tende Stellen mitgeteilt, nachdem mit sieben 
Stellen gerechnet worden ist. Differenzen sind in die 
Tafeln nicht eingedruckt. 


Pretzfeld (Oberfranken). Fritz Emde. 


"BUCHBESPRECHUNGEN 


Dipl.-Ing. K. Parnemann (Oberbaurat).,. Das 
Rechnen in der Elektrotechnik. (Bücher der 
Technik. Herausgegeben von.Dr.-Ing. A. Kuhlenkamp.) 
Teil I: Maßsysteme und Größengleichungen, 
68 S. Preis brosch. 6 Mk. Teil II: Liniendiagramme 
—  Zeigerdiagramme, 678. mit 73 Abb. Preis 
brosch. 6 Mk. Teil III: Die Symbolische Rech- 
nung, Übungsaufgaben, 608. mit 41 Abb. Preis 
brosch. 4,80 Mk. Wolfenbüttel-Hannover 1947. Wolfen- 
bütteler Verlagsanstalt .G.m.b.H. (Notdruck). 


Der ‚Stoff, gegliedert in 1. Maßsysteme, 2. Größen- 
gleichungen (ergänzt durch eine Tabelle der wiehtigsten 
elektrotechnischen Gleichungen), 3. Liniendiagramme 
(d.h. Darstellungen über der Zeit), 4. Zeigerdiagramme, 
5. symbolische Rechnung und 6. Übungsaufgaben für 
Gleich- und Wechselstrom, betrifft einen: Teil des 
elementaren Rechnens der ersten Studiensemester. Da 
der Elektrotechniker (nicht „Elektropraktiker‘‘) von 
heute ausschließlich das viel vorteilhaftere praktische 
Maßsystem verwendet, ist zu bedauern, daß der Ver- 
fasser die veralteten elektrostatischen und elektro- 
magnetischen Systeme gleich ausführlich und an erster 
Stelle behandelt. Das wird den Lernenden verwirren. 
Sicher hätte mancher gern in den Kapiteln 3, 4, 5, die 
vornehmlich Wechselgrößen im  eingeschwungenen 
Zustand bei konstanten Schaltelementen betreffen, auf 
eine derreichlichen Schaltkombinationen verzichtet zu- 
gunsten eines breiteren Hervorhebens der technisch 
wichtigen Fälle (Resonanz, Transformator) und zu- 
sätzlich die zweckmäßige Berechnung von Kreisen 
(nach Zweipoltheorie oder. Überlagerungsgesetz) ein- 
gebaut gesehen. Nur wer Freude am reinen Rechnen 
hat, findet bei dem systematisch gegliederten Stoff das 
Erwartete. 


Dresden. Schönfeld, 


Dr. Fr. Becker, Prof. a. d, Universität Bonn, Ein- 
führung in die Astronomie. Meyers kleine Hand- 
bücher, Bd.41, 148 S. mit 38 Abb. Leipzig 1947. 
Verlag: Bibliographisches Institut. Preis brosch. 
2,90 Mk. 

Das vorliegende kleine Bändchen behandelt einen 
umfangreichen Stoff. Es gliedert ihn in fünf Abschnitte: 
Sphärische Astronomie und Astrometrie, Mechanik des 
Sonnensystems, Stellarastronomie, das Milchstraßen- 
system und Weltinseln. Naturgemäß muß besonders 
in den letzten Abschnitten die Darstellung mehr refe- 
rierend sein. Bei oft knapper Fassung gelingt es denı 
Verfasser aber seinen Zweck, eine erste Einführung 
in das Studium der Wissenschaftlichen Astronomie zu 
geben, ausgezeichnet zu erreichen. Für eine Neuauflage 
würde sich der Ersatz einiger Figuren durch einwand- 


freiere empfehlen. So sollte die perspektivisch falsche 
Abb. 1, ebenso alle Abbildungen, in denen statt der 
Ellipse Ovale gezeichnet sind, die sich aus vier Kreis- 
bogen zusammensetzen, umgezeichnet werden, 
Dresden, Willers. 


Dr. €. F. Bäschlin, Professor für Geodäsie an der 
Eidgenössischen Technischen Hochschule Zürich, „Ein- 
führungin dieKurven- und Flächentheorie 
auf vektorieller Grundlage“, 147 8. Zürich 
1947. Verlag Orell Füssli. Preis geb. Fr. 15,00. 


Der Inhalt des vorliegenden Buches des bekannten 
Schweizer Geodäten sollte ursprünglich als Einleitung 
einem Lehrbuch für Geodäsie vorangestellt werden. Um 
aber dieses Lehrbuch nicht zu umfangreich werden zu 
lassen, wurde davon Abstand genommen. Da die für 
die Geodäsie unter Mitarbeit von Walter Höhn ge- 
wählte Darstellung der Elemente der Flächentheorie 
auch für andere technische Disziplinen mit Vorteil ver- 
wendet werden kann, ist die Herausgabe in einem 
besonderen Band zu begrüßen. 

Das Buch bringt in vektorieller Darstellung das für 
den Geodäten Wichtigste aus der Theorie der Raum- 
kurven, der Gaußschen Flächentheorie, der natürlichen 
Geometrie auf der Fläche und der Theorie der allge- 
meinen Koordinaten im Raum, 

Trotz aller Kürz> wird es aber auch durch seinean- 
schauliche und besonders begrifflich klaren Darstel- 
lungsweise Technikeın anderer Wissenschaftszweige 


wertvolleDienste leisten, Druck und Austattungdurch _ 


den Verlag entsprechen allen Anforderungen. 
Karlsruhe. H.Merkel, 


Wilhelm Blaschke, Projektive Geometrie, 
(Bücher der Mathematik und Naturwissenschaften. 
Herausgegeben von Dr. Henry Poltz.) Doppelband, 
160 8. mit 61 Abb. Wolfenbüttel-Hannover 1947, 
Wolfenbütteler Verlagsanstalt, G.m.b.H. (Notdruck). 
Preis brosch. 13,— Mk. 


In dem vorliegenden Buch wird die Geometrie 
Poncelets und v. Staudts, die seit ihrer ersten unah- 
hängigen Begründung vor rd. 100 Jahren eine unge- 
wöhnlich vielfältige Entwicklung erfahren hat, dem 
Leser in einer modernen, undogmatischen, leicht über- 
schaubaren Form dargeboten. ; 

Das Buch ist in 8 Hauptabschnitte eingeteilt mit 
folgenden Überschriften: I. Einleitung; II, Homogene 
Zeiger, Kollineation, Korrelation ; III. Doppelverhältnis, 
Staudts Hauptsatz; IV. Kegelschnitte; V, Linien- 
geometrie; VI. Quadriken; VII. Nicht-Euklidische 


Geometrie; VIIL Vierflachpaare von Möbius. Sowohl 


aus 
far Abenelten. VEErre Ted u EEE u. 


| 
| 
| 


Fe 


AR, 


Einleitung, 


gewiesen und ihm so in überaus reizvoller Weise ein 
Ausschnitt aus der Geschichte der mathematischen 


Ideen vermittelt. Der Aufbau des Buches, die Anord- 
nung und Begrenzung I 
der Fülle und Vielfalt der zu bearbeitenden Materie 


seines Inhalts müssen angesichts 


als besonders geglückt bezeichnet werden. Auf Axio- 
. matik ist bewußt verzichtet. Die wichtigsten, später 

verwendeten analytischen Hilfsmittel sind bereits in 
Abschnitt II übersichtlich zusammengestellt. Im Ab- 


schnitt IV über Kegelschnitte, dem eigentlichen Kern- 
gebiet der ‚elementaren‘ projektiven Geometrie, wird 
in etwas breiterem. Umfang auf die grundlegenden Kon- 


- figurationen und Sätze, die teilweise mehrfach bewiesen 
- werden, eingegangen, wobei die bildmäßigen Verknüp- 


{ungen durch zahlreiche gute Figuren einprägsam ver- 


 anschaulicht sind. Bei den Herleitungen ist großer 
Wert auf Prägnanz und Eleganz gelegt, vielfach werden 


auch neue Wege beschritten. Rechnerische und begriff-. 


\ liee Verfahren werden ne 


; Eine 

neinander verwandt. In- 
haltlich Neues bringt hauptsächlich der letzte Abschnitt _ 
am Beispiel der Möbiusschen Vierflache. Druck und 


_ Ausstattung des Buches dürfen, gemessen an den heute 
bestehenden Schwierigkeiten, als sehr zufriedenstellend 


bezeichnet werden. jr 
‚Alles in allem hat der Verfasser mit seiner „Projek- . 


tiven Geometrie‘ nicht nur für den jungen, lern- 2 
'begierigen Studenten ein vorzügliches Lehrbuch von 
.knappstem Umfang und gleichzeitig reichstem Inhalt 


geschaffen. Auch dem mit dem Stoff schon Vertrauteren 


‚wird das Buch ausgezeichnete Dienste tun und ihm 
helfen, bei seinen Wanderungen durch die reichen Land- 


schaften der neueren Geometrie die schönsten Gefilde 


zu sehen und neue Ausblicke kennen zu lernen. So 


können wir Leser — „Nutznießer‘‘ oder Genießer — 


‘des schönen Buches seinem Verfasser ob der unfrei- 


willigen „schöpferischen Pause‘‘, der wir nach seinen 
Andeutungen im Vorwort die Niederschrift des Buches | 
mit zu verdanken haben, nachträglich nur beglück- 
wünschen. Möge auch die vom Verfasser angekündigte, 
unter dem gleichen Stern geborene „Analytische Geo- 
metrie“ recht bald erscheinen! hal a0 


Darmstadt. H. Graf. 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 


NACHRICHTEN 


Durch Verfügung der Britischen Militärregierung 


vom 27. April 1948 ist die Gesellschaft für angewandte 

Mathematik und Mechanik in der Britischen Zone mit 

.dem Sitz in Göttingen neu genehmigt worden. _ 
Zugleich wird mitgeteilt, daß in der Amerikanischen 


Zone die GaMM unter Billigung der Amerikanischen 


Militärregierung bereits unter dem 11. November 1947 
vom Württemberg-Badischen Kultministerium ge- 
nehmigt worden ist. Den Vorsitz hat Prof.R.Grammel 
in Stuttgart übernommen. ae - 
Für die Britische Zone nimmt Prof. G.Vogelpohl, 
Göttingen, Bunsenstr. 10, Anmeldungen zur Mitglied- 


? . schaft entgegen, für die Amerikanische Zone Prof. Dr. 


B. Grammel, Stuttgart N, Robert-Bosch-Str. 101. 
BroR L. Prandtl, 
als Vorsitzender der GaMM in der Brit. Zone. 


\ 


‘Tagung der GaMM. : 

Es ist beabsichtigt, eine erste Tagung der wieder- 
erstandenen GaMM in der-2. Hälfte des September 
in Göttingen abzuhalten. Vortragsmeldungen werden 
an Prof. Vogelpohl, Göttingen, Bunsenstr. 10 erbeten. 


"Stuttgart: Die Technische Hochschule Stuttgart 
ernannte Herrn Prof. Dr. R. Grammel zum Dank 
dafür, daß er während seines dreijährigen Rektorates 
die Hochschule geistig wieder ganz und materiell zum 
größten Teil aufgebaut hat, zum Ehrenbürger. 


- Frankfurt/M.: Mit Wirkung vom 20. Dezember 
1947 wurde Herrn Dr. Richard Honerjäger eine 
Dozentur für .‚Experimentalphysik verliehen. 

Am 29. April 1948 erhielt Herr Dr. Günter Haase 
eine Dozentur für angewandte Physik. 


ZUSCHRIFT AN DEN HERAUSGEBER 


"Zu W.Quade: Zur Theorie der ebenen stetigen 
Gaswellen von endlicher Schwingungsweite. 
Z. angew. Math. Mech. 25/27, 215— 232. 

Herr W. Quade hat kürzlich in dieser Zeitschrift 
eine ausführliche Untersuchung zur Theorie der Aus- 


breitung ebener Einzelwellen in Gasen veröffent- 


licht. Es dürfte daher angebracht sein, kurz ins 
Gedächtnis zu rufen, wie man die Eigenschaften 
dieser Wellen in äußerst einfacher Weise in der Gas- 
dynamik herzuleiten pflegt. 


_ Esseienv die Strömungsgeschwindjgkeit, a die Schall- 
geschwindigkeit, p der Druck und o die Dichte in einer 
nichtstationären ebenen (d.h. eindimensionalen) und 
stetigen Gasströmung. Der Druck wird als vorgegebene 
Funktion p(e) der Dichte vorausgesetzt. Für die 


d 
Schallgeschwindigkeit gilt & = = ; 
Wir beschreiben die Strömung a) in Eulerschen 


"Koordinaten «, t (« = Ortskoordinate, t= Zeit) und 
b)in Lagrangeschen Koordinaten m, (m = Teilchen- 


koordinate; m/g, = Ortskoordinate des betreffenden _ 


Teilehens im homogenen Ausgangszustand a = a,, 
P= P% 0 = 0, v = 0). Der Impulssatz und die Kon- 
tinuitätsgleichung liefern die Differentialgleichungen 


0% 0» 1.09 
tr nt 0 0 
(@) 4, 3 
9 ER 7 (ev) =0 
bzw. x 
0v 0 
1 m: 
(b) l% 1.0» 
Im tar dt ie 


Setzt man dann 
» 


D 
dp dp 
YA= Fre U w— re (1); 


Po Po 
so ist längs der rechtslaufenden Charakteristiken 
%= const. und längs der linkslaufenden Charak- 
teristiken u= const. Die Richtung der Charak- 
teristiken in der x, i-Ebene bzw. m, t-Ebene ist ge- 
geben durch 
Mm 


b)gp= ta 2. 


Qu 
& 
Qu 


bzw. 


a 


| nk aus den Gln. (2) erhält man 


| 252 


" Für. den Sonderfall einer Rinzelwelle, z. B. einer 


rechtslaufenden Welle, folgt hieraus sogleich eine inte- 
llose explizite Darstellung: wu 


Die GIn. (1) liefern wegen u = 0 


v=v(}), al), e= ei) 


(@) z=k()+aE+SM Er & 


bzw 


by m=ala) et +f(A 
mit der willkürlichen Funktion f (A). Die hierdurch ge 


benen Charakteristikensind gerade Linien. Ihre Ein- 

| hüllende begrenzt den Bereich der en Strömung. 
Dieser einfache Sonderfall bildet den Inhalt des Auf- 
'satzes von Quade und zwar im wesentlichen für die 


polytropische Druck-Dichte-Beziehung ; 
P. = & “ a Eu el 
Do (&) 0) 


Die Gleichungen (1), (3) und (4) spezialisieren si 


bei Voraussetzung von Gl.(5) zu \ 
IR 2: pi 

in 12 Ben er 
| 
\ +vfüryzl, ee 
Re a,la 2) +» für y=1 
Agfk @0 

a y—l 

Ag ar an ar 4 A; 


o Bez füry#l,t ° 8, 
% 1a 
e? für y-1 
1 
a #= (1477 2) + 7 
bzw B 
y+i 
@o00 + 7m Sn für ya): 
(b) m—= = 


@ggge?t+f(A) für y-1 


Bezüglich des allgemeineren, von Quade nicht 
erörterten Problems sich überlagernder Wellen sei auf 
folgenden bisher vielleicht noch nicht beachteten geo- 
metrischen Sachverhalt hingewiesen: 

Durch Gegenüberstellung der aus den GIn.(l) für 
rechts- und linkslaufende Charakteristiken folgenden 
Beziehung n 

0) 1 


FT ’Rer bp N NL A NERR (6) 


mit Gl. (2b) erkennt man, daß die Charakteristiken- 
netze der m, t-Ebene und der p, v-Ebene orthogonal- 
reziprok aufeinander bezogen sind, in derselben Weise 
wie die Mach -Netze der zweidimensionalen statio- 
nären Strömung in der Strömungsebene und Hodo- 
graphenebene oder wie die Charakteristikennetze der 
ebenen stetigen Gaswellen in der x, i-Ebene und u, q- 


hing 

Ebene =737)% )velz.B.R.Sauer: Ing. 
Do / 

Arch. 13 (1942), S.79 und den zusammenfassenden 


Bericht von K. Oswatitsch: Z. angew. Math. 
Mech. 25/27 (1947), 8. 270. 


Verantwortlich für den Inhalt: Prof. Dr. Fr. A. Willers, 
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pflegt. Saueı 
dem System partieller D 


gleichungen erster Ordnung aus, 
a 

,„adie 

So nützlich diese Betrachtungsweise : 

ders im Hinblick auf die g 
der Oharakteristiken und die 
Verfahren der i 


30 nic war 


aufgabe, bei welcher das Zeitgese 
der linken Grenzebene 
mittelbar auf Grund des Sys 


y=Ml, rn 


80 


kung nicht erwähnt. Damit ist klargestellt, in- ; 
wiefern es hier zweckmäßig ist, die Monge-Am- x, 
öresche Differentialgleichung der longitudinalen 
Verschlehene zu integrieren. j nr 
Das gleiche gilt auch bei den von Herrn Sauer 
erwähnten Problemen der sich überlagernden Wellen n7 
und der Tsehapliginschen Wellen in bezug auf a 
solche Randwertaufgaben, bei denen die longitudi ra 
VersoDlchung in die Anfangs- oder Randbereich ah 
eingeht. ! Br 
Nur bei hinreichend einfachen Problemen wird man. ; Ä 
erwarten können, daß sich die Lösung in geschlossener da 
Form und dazu noch inintegralloser Darstellungergibt. 
Bei verwickelteren Aufgaben, bei denen die Gewinn 
der strengen Lösung nicht möglich ist, wird man a 
die von Sa u er erwähnten Verfahren der angenäherten 
Integration zurückgreifen. 
Karlsruhe. 


Quade. 


Druckfehlerberichtigungen. © 
Fritz Kai, Ein Beitrag zur Theorie nn 
der Wellen in freien Gasstrahlen. Die i 
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